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第 一 章 Banach 空间 及 其 超 拓 站 
$ 1.1 Banach 空间 


定义 11.1 RX RR MRA KX ARKAS 
间 ,; 如 景 它 满足 : 

O X 构成 一 个 加 法 群 , 即 在 区 上 定义 了 运算 "十 ”, 称 
作 加 法 ,使 得 对 任 给 zy et, EXA 

(ay rty X; 

b xty>=yt+a; 

() r+ o to s= lrt y Haz 

《d) “存在 9E XX, 使 得 任 给 x E Xr + b= rs 

(e) [Eee rE X Fee rE Xe — (— x) = 4. 

(2) ”在 RK 与 和 之 间 定义 了 -种 运算 (tex) 一 ax, PER 
乘 ,使 得 对 任 给 zy CX, 8 CRA 

(a) arë X; 

(b) alr) = (ax: 

(co) ler—a; 

(dy (a+ Bix = ax + fr: 

(e) alr + y) = ax + ay. 


EM 1-42 BEX ARETE RET X 上 的 实 值 





=]. 


映射 Il ll :总 一 只 ,使 得 对 任 给 zy € Xa CRE 

(> lezl So.fal =0 HERH r = 9; 

(2) fa+ol < all + dolls 

(3) flac = ial tel, 
则 称 X 为 赋 范 线性 空间 ,上 xz ‖ BRIE x 的 范 数 ， 

定义 11.3 ”我们 假设 三 为 某 些 元 素 的 集合 , 称 实 值 映 
RH d(x, yX X X= RAK EAB GERD MUR RER 
zyz E X, CHE 

Q) dlziy) > 0.d(a,y) = 0 4 BALH z = ys 

(2) d(x,y) = dly.z); 

(32>) dilz, y) << d(a,z) + dz, y), 
此 时 , 称 (X,d) 为 度量 空间 (或 距离 空间 ). 

显然 ,如 果 在 赋 范 线性 空间 六 上 定义 

. cry 一 人 之 一 他人 

MEX 上 的 一 个 度量 ,而 ( 节 ,2) 就 成 为 一 个 度量 空间 . 

FEM 1-1-4 设 苑 为 巾 范 线性 空间 ,{z.} CX WX HH 
列 ,zo € X, Riim || x, 一 xo 有 = 0, MAK x.) 依 范 数 收 全 
(或 强 收 分) 到 xo THE S- lima, = 2,(HE(s) 2, 一 x)- 

FEM 1.1.5 设 (X,d) 为 度量 空间 , iz.) CX WIRE 
E> O FEERBR NG min SN Rd nt) < E, WK 
(za) Fy X 中 的 Cauchy Fi, WRX 中 的 任意 Cauchy 列 都 收敛 
Bl X HR- WR- MPX AFAd ZA. 

定 兴 1.1.6 FPWR AR VE AE I] A Banach 空间 , iR X 


aga 


关于 度量 dtr.) 一 x 一 y 上 完备 . 
例 1.11 rs HEB EG Ta) Re 在 通常 的 加 法 与 数 乘 意义 下 
是 Banach 空间 , 范 数 定 义 为 


m 


| £ f: = 5# „£ = CE € R 


i=1 


例 1.1.2 i= CCE ee Eg re € R, 3 EAK < 


oo) (l a p <+ 00) 是 Banach 空间 , 范 数 定义 为 


hel -及 
例 主 . 站 . 3 Lr{a,Bl] = ia; Lab] -= Rr) Ay Aj A 





Fixe at <o) < p <+ 2) 是 Banach 空间 , 范 数 定义 
为 


$ 


b 
breo | ;= | jL |*de. 


例 1.1.4 RO,AO 为 测度 空间 ,X 2) Banach 空间 ， 
则 
LPO, Asp X] = (2:02 X, riw) AWH 


I, | zd) || tadp < oo} C1 << p< oo) 


是 Banach 空间 , 范 数 定 义 为 


leco i, -| || riw) || rd. 





例 1.15 AsO ME ie], A Banach 4 IA], 
则 

Fe[O,4,pX] 一 za 一 三 zf 可 测 且 本 性 有 界 } 为 
Banach 33 [a], #2 ME 

feo. 一 inf { sup | rew fC Bd = O}. 

1.1.6 C= Va. sn 1} Z R,lime, = 6} 为 Banach 
空间 , 范 数 定义 作 || x | = sup [a]. 

定义 1.1.7 «PK Banach 空间 (X, || + ||) 是 可 分 的 ,如 时 
FETARE DOC X, gD = X, ire Xin) CDE 
(st, T Ta 
| RPA <p <too) Lab] <p < co) 都 是 可 分 的 
Banach 空间 ,L“[Q,A;X] 不 是 可 分 的 Banach 空间 . 24 X Æ 
可 分 的 Banach 空间 时 ,ZeLQ,A:X]G < p< oo) 是 可 分 的 当 
且 仅 当 刀 是 上 可 分 的 ( 即 存 在 可 分 的 5 代数 入 ,使 得 A,CC A 
C 41, 其 中 始 表 示 如 对 产 的 完备 化 ,而 "代数 水 可 分 是 指 存 
在 Ay BIRTA C, fE oC) = A). 

E118 设 世 是 一 非 空 集合 汀 为 到 的 一 个 子 集 族 ， 
- 如 果 于 满足 下 列 条 件 : 

a XG EJ, 

(2) J 本 对 有 了 有限 交 及 任意 并 运算 封闭 ， 
则 称 了 为 芯 的 一 个 拓扑 ; 称 ( 芝 ,J 为 拓扑 空间 , 称 卫 中 的 元 素 
Ay X 的 开 集 . 

EIRA D PU CX AE E X OR. RE 


vde 








EV EJ 使 得 x CV CU pr EX RECO X MAR. SUR 
存在 z SBIR U ERU CC FRC PALACE int G. 
我 们 可 以 证 明 ,G Agr ARSC = intG. FRAC KX AA) 
E MR A = XANAX ERE. PRA ACK 的 所 有 闭 集 
的 交 为 4 的 闭 包 , 记 作 cl ACR AD. 易 知 人 4 为 财 集 当 且 仅 当 4 
=cl A. 

EXLLI RAD Adee. 

Cl) PRA CJ AR E RER 
z RU FEV EJ fi 2 OV CU; 

(D EF RAR, Ar © X 处 的 局 部 基 , 如 果 任 给 FE 
U,,V E r ARRAES e BRU FEV EUn ERr E 
VEU; 

D 称 子 集 族 卫生 I AAT FE H- -个 子 基 , 如 果 P 中 元 
素 有 限 变 全 恒 构 成 的 集 族 为 了 的 一 个 基 - 

在 Banach fA X 中 , 令 

SCrnsr) = {z E Xr ai) <r} 
To € Xr > 0. RUF RRS G nsr > 0} 为 局 部 基 的 招 扑 
为 范 数 拓扑 或 强 折 扑 ， 记 作 (1 + HD 或 (区 ,中 ). 

FESE E110 iX H Banach 空间 , 称 实 值 映 射 ,了 :XX 
> RF 

(1) RERA, WRB eC Rie, € X, CRE 

Play xr) = fla) + Fla) 
Far) = afia). 





(2) ARBOR. Bz, — r HAD > fs). 
《3) ARZE BAEC > 90, 使 任 给 x EE XDA 
lft) Ce zt. 
定义 14111 HX X Banach 空间 , 记 基 上 的 有 界线 性 
ERS XE X" 上 定义 加 法 . 数 乘 及 范 数 如 下 ， 
caf + azgi) = rf r} + rkr) 
car jlr) = ax" (x) 
lzi = pup iz" fx) | 
aC Rr ri rx” € X" 
BY X* 构成 一 个 Banach 2 fA], BYE X AYIE HL MUR TES OE 
的 意义 下 及 二 义 ' AX PAR. o (z) 也 可 以 记 
Lrt. 
B117 RHA M. 
“证 明 RA AERA ERO SARS RA TFE 
A: 
f(z) 二 DEEA r= EB) © RP 


EPt In) Am 元 有 序数 组 ” 
“充分 性 ” 若 / 具有 上 述 形式 , 则 显然 是 尽 上 的 线性 省 


m 


R EEA 2 E R, SO 一 | EE] See a ae 


了 还 是 有 界 泛 函 , 所 以 f € CR). 
“必要 性 ” ZS ECR")', 令 ei 一 (0,…,1( 第 位 ),…， 


0) » 7k = fede] & RS m, 则 任 给 x 一 CES) 
fix) = F be) = DE 
ree] fel 


A ERA RIZE RR" SOR” 之 间 存 在 一 一 对 应 ;RKR” 一 
(R")' .9 显然 是 线性 同 构 映射 ,下 面 我 们 证 明基 保 范 的 
BFE CR’, 


NF = sup Ltr! = sop {Sng 


fall’; 


TIR 








时 ;由 于 zol = 13 


IFI = s FDS lft! =f S048 


于 是 知 ISI =f EER ERO 中 的 范 数 等 于 与 
其 对 应 的 (加,…, 加 ) 在 R" 中 的 范 数 ,在 等 价 意义 下 (R) = 
R", 即 R* Xhi. 

JEM 1.1.12 YX FH Banach 空间 ,XX" 为 其 共 辆 空间 ， 
Banach SA X* HRAS X Be X Moses 
EX = X'MA X 为 自 反 的 Banach 空间 . 


JEM 1113 eX X Banach 空间 ; 称 半 上 以 
Wieger cate) 
= {x C — r| A El gi nhn EX 
J ERRERA A h EHE oX XO Ba.) CX 255 
Hjh X XORA FRA E X, MER) PARA, E 
作 
W- lima, =r away = 
Banach A ARAHI oA O 及 弱 收 伐 有 了 以 下 性 质 : 
(1) (wa, > « HHRH" EX, 
| x? CT) — r“ (x). 

(2) (s)a,—~ TT, > x. 

(3) AXXO CS, APIAX FASS. 

FEM 1.1.14 HHA EA 

W Cay sat yt EE) . 
= jr EX, |C CT) | Ael Lisa}, 
zex 

JARRA X* EAS ash. IEA XD. 

Pin) OX ERBERI XD BMP ae x”. BR 
der) SBS 2° IPE Cw al > 2". 

X FASEB TET SS UR AEA EH : 

(1) (zi =a SAME x © Xai > 
a" {x}. 


C2) o{X*,5X) C aX", A" 





例 1.1.8 (LU QA X)) = LR, A XS. | 

Liab)" = Liab] Spt + 2 = bi <p ces, 

it X 4 Banach 23 |B). RP HACK BHM. OR Als 
LET, HA AAC A. . 

FEM 1.1.15 PEMF X EA 

Wir Apea AE) 

= {r* EX, Ptr — Patet) 

Le A 为 的 均衡 弱 紧 凸 集 } 

Pj(c"}—= supi<i rr A! 
为 局 部 基 的 拓扑 为 Mackey Ath. ie fe CX" XD. 

由 Banach 空间 理论 ,Mackey 拓扑 就 是 在 多 的 一 切 均 衡 
PECORE- BOR eth EX” EAP PE Mackey 折 扑 
意义 下 的 可 数 稠密 子 集 . 

ML 116 | MIRA Xx" ER 

Weri ,Ay. Ae) 
= {z E X? IP, Cr) — Palas) | 
<e A HX 的 紧 集 ) 

为 局 部 基 的 拓扑 为 有 界 弱 ” Path ow" Hath). 

可 知 rv” 拓扑 就 是 在 苹 的 紧 集 上 一 致 收 但 的 拓扑 ,并且 
ACX bow’ AWAARA PRAATE EAN 
BEw' AM. 








§ 1.2 Banach 空间 上 的 超 空间 


从 本 节 开 始 ; 我们 讨论 Banach 室 间 上 的 超 空间 (5 即 子 集 
族 空间 ) 的 结构 . EPP RERNA H. RINER, i 
|) 为 Banach 空间 , 记 

P(X) = {AC KX, A 为 非 空 子 集 ). 

Poro (XY) = (AS XA 为 非 空 (有 界 ) AG) 子 集 }， 

Paro = {AD X, A WIEBE) BO) 子 集 }， 

Prena CX) = ATX, ANSO, O E Poe Xr > 0}. 

定义 1.2.1 在 Bo(X) EELE MRY 

AtTB={z+y.x€ Ayy € B} 
aA = iarr € A} 

ERLI POO ERME BIRME TIME: 

(1) A+B=B+H+A; 

(2) A+ (B+0)=(A+B4C; 

(3) A+ (0} =A; 

(4) 1°A=A,0+A= {0}; 

(5) a(BA) = (af)A; 

(6) @(A+ B) = aA + aB. 

但 是 在 上 述 加 法 与 数 乘 运算 下 ,Po(X) 不 是 钱 性 空间 . 事 
实 上 它 不 满足 定义 1.1.1 中 的 Q), (ey 及 (2)，(dq). 

ELL? BAG PCY) EX 


10.* 





|All = sup{ zl oz € A} 
定理 1.2.2 ABEP aE RIE 
GQ) HA> |All = 0 当 且 仅 当 A= {0}; 
(2) fad = lal J All; 
3) A+B) SHAW + BI 
证 明 ” 依 PolX) 上 加 法 与 数 乘 的 定义 及 天 上 范 数 的 性 
质 易 证 . 
定 灾 123 Wr EX, A BE PX) 称 
diz, A) = inf |z— yl | 
为 xz BA PERS EY 
6,(A,B) = supd (y, A) 





åA, EB) = supd (x, B) 


8(A,B) = maxiðd (A,B), ÂA B)} 
Jk S, (A,B) X A,B 间 的 上 半 Hausdorff JEM, ACA, B) 为 4， 
B 间 的 下 半 Hausdorti 距离 ,SCA.B) 4 A,B Ek Hausdorff #6 
me 
定理 1.2.3 BAEC PAX), Ades, A) Bz HEAR 
数 , 且 
A= {x,d(x,A) = 0}, 
AC BAY diz, B) < dlr, Aar € X, 
TA rye X, 任 取 z CAA 
fea—zI< lla-ol + ly—zll 
ly—zi <lo-—ai + lae—-ell 


Hl» 


击 z 的 任意 性 及 定义 1.2.3 即 得 
dlr A) ~ diy A) dr,y) 
diy, A) — dlr, A) < dir, y) 


F Ëd, A) — diy A) l zayi ,所 以 dtx,A4) 蚌 + 的 





ASM. AA A E PAK), PTA AS (rdir, AD = 0) 是 显 
PR 

FEHR AC B48 dle, B) KS d(x, A) x E X. 

“充分 性 ” BFE r € Asc BLM 

diz A) = 0d(r, B) > 0 

但 这 与 x+ E€ Xda, B) < dix, A) FERACE. 

定理 1.2.4 S(A,B) APAK) 上 的 度量 , A OCA, {0}) 
= |All. 

HEAD) {E A,B E PAX), (A,B) SOR ER 
的 . 依 定理 1.2.3 MAIES, BDO = 0 当 且 仅 当 A = B. 

(2) (A,B) = 8(B,A) 是 显然 的 ， 

G) 设 44B:CE P(X) rE AVE Bz cCA 


Heyl s fes el + ie- yli C21) 

在 (1. 2.1) 式 两 边 先 对 yE€ 如 取 下 确 界 ,再 对 < CCR TBR 
可 得 

diz, B) < dr,C) + infd(z,B) (1.2.2) 

4§ HE Blinfd (2, B) < supd(z,B), 在 (1. 2.2) RBH 2 E A 


取 上 确 界 , 则 
supd(r,8) <= supd(x.C), + supd(z,8) (1.2.3) 
LEA eA TEC 
同 理 可 证 - 
supd (yA) = supd (y, C), 一 supa (2, A) . {1. 2. 4) 
#kK(1.2.3).01.2.4)9 KRE A,B) 的 定义 即 得 
LA BJA CA, C + 80C,B). 

fe), (2). (D A eA, B) 为 Py(X) 上 的 度量 ,而 
OA,{0;) = |Al 是 显然 的 ， 

CE] 由 定理 1. 2.4 的 证 有 明 易 见 .C4,B8) AAB) 均 为 
PAX) 上 的 半 度 量 , 即 满足 定义 .1.3 中 的 (3) 以 及 (1) 的 前 
半 部 分 . 

定理 1.2.5 WA BE PKK) M 

《1) CA, B) = maxtinf{a,B A+ A}j,inf{A,A CAF 
8B!) ,其 中 . 

二 A4=c(A+ S00) = {zd lr, A) <A} 

(2) 8(A,B) = sup|d(x,A) — d(x,B) |. o 

证 明 OD REM. 2 3 FEA r E A,B dlr, B) 
S supd (rB), PEHA t BAER. NTER E> oA 

AT te + supd (2, B)) +8 





从而 得 
inf{A,A TÀ + B} < supd(x,B) + € 
xa 


由 5 PAE RE PE BB AY infi{A,A CA++ BS supd (x, B) (1.2.5) 


#135 


另 一 方面 ,对 于 尾 给 = > 0, 必 存在 :ro。€ ASEH 
supd (2,8) <= dlrp B) +e 
zea 
(AW FT ACA Baw d(x, B) <A, 从 而 得 到 
supd (zr, B) KA+ E 
， IEA 
AE àE 的 任意 性 可 得 
inf{A,ACA+ B} = supd (x, B) (1. 2.6) 
rE 
综合 (1. 2.5), (1.2.6) 即 得 inf{A,AC A+ B) = supd (x, 
B), 同 理 可 证 
inf {A,B C à + A} = supd(y,A) 
yeR 
TRA . 
8(A,B) = max {inf {A,B CA+ Ab infi A A Càit BS}. 
(2) AFE ARA dr, A-OK 
supd (2,8) = supld (x, B) 一 d (z, AJ) 
EA red 
< sup(d (x, B) — dix, A)) (1.2.7) 
zE 
对 于 尾 给 x EX VE R2ECAR 
le- yi s lx«—zi + de yl 
ELE HH y E BB 取 下 确 界 ,得 
dla, By< |z — zl +de, B) 
<= x-—zi + supd (x, B) 
再 对 = € 4 取 下 确 界 ,得 
d(z,B) — diz, A) < supd (x, B} 
xed 
Ree X WER. A 


a 


sup(d(z,B) + d(x,A)) < supd (x, B) (1. 2. 8) 
于 是 由 (1.2.7)，,(1. 2. 8) 式 可 得 
supd (zx,B) = sup (d(x ,B) 一 diz, A)) 
RETE (x, A) 一 = supld (es A) — d(x, B)) it 
(A,B) = supld (A) 一 d(x,B)|. 
[E] 在 定理 1.2.5 中 ,我 们 实际 上 证 明了 
6,(A,B) = inf{A4,BCA+ A} 
= supid(z, A) 一 d(z,B)} 


6,(A,B)= inf{a,A C A+ B} 
= sup{d(r, B) — d(z,A}} 
FEHB 1.2.6 BHA, j CPX), AE PX) HOA, A) 
— 0,2—> 00, 则 
A= UA. = A J et Ad. (1.2.9) 
证 明 首先 对 于 任意 非 空子 集 列 { 4 LA 
OY Net 40 CN “UAn (1. 2. 10) 
FF limd(A,.A) = 0, HREH 1. 2. yi D 知 对 于 任意 
给 定 的 > 0, FHE n(e), fim > nO AA A Ce + A, A, E 
et A HACE + Alm Sn) BACU N EFA, 
MTIR e 的 枉 意 性 有 
ACH Y Qt AD (1.2.11) 


H An Cet Alm nle) A Y, Au Get As 从 而 U An 


4 


T Ze -+ Ase 
0 OA. T+A 
Ke 的 任意 性 知 
Q YATA (1. 2.12) 
ACL 2.10)—(C1. 2.12) 式 , 即 证 (1, 2. 9) 式 成 立 ， 
定理 1.2.7 pies (aC, CX) D 是 完备 的 . 
证 明 ” 仅 需 证 明 对 于 PyCX) 中 任意 Cauchy PA) , 存 
在 4E PAX). {Elim Ad = 0. 
SA=(VU 4a BRA E PrCX) ,下 而 证 明 lm3(4,4) 
= 0. a 
{EH e> 0.4K Cauchy 准则 ,对 于 任意 自然 数 &, 存 在 自然 
数 和 N; AI myn > Ni 时 ， 
8A, AD <5 (1. 2,13). 
BARE TFE No fE mn > No 时 ， 
H(A An) < (1.2.14) 
首先 , 对 于 任意 固定 的 mw > Ny 及 任意 ze E Ans K 
(1.2.13) BA BPRS m > max(N, smo} Bay © Ay HG d Crys 
2) <6( Agr Ag) < es MF 2, € Anon, > Ny» LARA x, 
> max {N71} > ABBE Cr yz < 8A Aw) <p Mtl | 


Fae XP SP (2) WE dr) < Gk 1, 它 显然 是 
X Hh Cauchy 点 列 . fK Banach 空间 站 的 完备 性 知 存在 x E 


1 


X di R sha, 一 2. AT a, © An M ims} 严格 单调 增 , 故 
r€ n U An = A, 


县 


d(x, AS DY) dl ry. Tit) 


根据 to E Ay 的 任意 性 ， 有 et ha, A) & 2E. 这 样 我 们 就 证 


WET PFE © > 0， “nS N, 时 ， 
supd(2,A) S 2e . (1.2.15) 
EE 


另 一 方面 ,对 于 任意 x € ALF 2 € .以 4, 故 存在 到 
> Now € A, ,使 得 dry) < e, Bl d(z,A,) Se, 于 是 依 
(1.2.14), SEB n> N Bx € A, da, A,) <dlz,A,) + 
DAAD <2. Hex 所 4 的 任意 性 , 知 对 于 任 给 8 六 0,24 n > 
N, 时 ， 
supd (x, A,) <2 (1. 2. 16) 
综合 (1. 2. 15) 及 (1. 2. 16) BEB e> 0， FEN, {fin > 
N 时 ， 
CA, A) 一 max{supd (zx,A),supd (z, A,)) S 2E 
Bllimd<A, A) = 0. 
定理 1.2.8 《Pr(X),6) 是 完备 的 度量 空间 . 
证 明 由 于 了 rz(X) CP,/(X), BPX) 0) 是 完备 的 ,所 
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以 我 们 仅 需 证 明 POO 是 (Py(X) ,5) 中 的 闭 集 即 可 

BA.) CP, CX), limdCA, A) = 0, fA € P(X. 任 给 
rs¥EAOSARI, St =Ar+1l—Ay, Bian] 1, 
A 

diz, A D Ad(r,A,) + C1 — Adly, A) 
S supd (x, A,) 
因而 可 知 ， Enel 有 . 
up, dix, A) < supd(z, A,) Ea (1.2.17) 
HE ACU {2), 依 定理 1.2.3, 对 于 # 之 1 有 
supd(z,A U pa supd (r, A) (1.2.18) 
于 是 由 (1. 2.179.C1. 2.18) Aims CA,» AU {fz =6.H AL. 
(z) = A Biz € A. 所 以 AE PCX). . 

定理 1.2.9 (PiyCX) ,3) 是 完备 的 度量 空间 . 

证 明 如 果子 集 列 {4.} C Pur(CX) 满足 lm6C4,,4) 一 
O,A€ PAX), Re = & WEN, Bae NNR ACA, + 
e Mi A, + & BARR. MAC Por(X)， 于 是 Pw(X) 为 
(P(X), 8) 的 闭 集 ,从 而 它 是 完备 的. 

定理 1.2.10 (PiX),3) 是 完备 的 度量 空间 . 
VERA EE(A,} C PC), HCA A) — 0n — oo, D 
AE PX). 


AEB € > 0, 由 于 存在 Nu in No ht (A.A) <> 2 ,特别 地 


ACT + Amf An 是 紧 集 ,所 以 存在 有 限 子 集 ,使 得 


Am CF + F MACK +e, ABKSARM. MAE 
PAX). Fit. CHIE. 

定理 1.2.11 (Pi(X),5) 是 完备 的 度量 空间 ， 

证 明 ”综合 定理 1.2.8, 定 理 1. 2.10 Big. 

定理 1.2.12 (P(X) 0 是 完备 度量 空间 . 

证 明 NEA HERA CPX), 

lim3(A,,A) =0,A€ P(X) . 

BA AC PaK Ty HEX BEX 的 子 集 , 则 {4.) 可 看 
fe X** 中 的 xf X*) — EBA. HHA A BLP 
a(X** ) 的 意义 下 的 闭 包 所 也 是 otX** ,XX") 一 紧 的 ,由 
FAE Py (XO), MAT AHS IL E A COX BUT Ht 
于 尾 给 8 疙 0, 依 假设 存在 nn(e) ,使 得 4 忆 Ave + 6560.1). 12 
St? 为 和 中 的 闭 单位 球 ,由 于 Aws" 均 为 oC(X**, 叉 ") 
ERR Aw + ES Raat, B AT Å C Aw 
十 把 ,于 是 4 全 区 十 把 .由 于 并 是 X 的 强 闭 子 集 ,而 
s>0 是 任意 的 ,因此 有 本 己 天 ,定理 得 证 ， . 

. TE ROAR FF AE PO EE 1.2.1 的 加 法 与 
HIER TARE PES A. 但 下 面 的 定理 说 明 ,在 一 定 限 
制 下 ,可 以 将 超 空间 看 作 某 一 Banach 空间 的 闭 凸 锥 ,从 而 为 
某 些 集 值 问题 的 研究 提 殿 了 方便 . 

记 D 为 P(X) 上 有 序 对 全 体 ; 即 
D = {< A,B >,ABE P(X)) 
在 人 上 定义 等 价 关 系 *~” 如 下 ; 


<A B>~<CO.D> SARAAPD=BLC 
HAP RRHESRKA ~” THASH <A B > 

表示 D 中 所 有 与 它 等 价 的 元 素 ， | | 

定理 1.2.13 ED 中 定义 加 法 、 数 乘 及 范 数 如 下 : 


1) <A Bota, D>=<ALCB+D>, 
< rA aB >, apo, 


l < je] B, |a] A>, «< 0, 
(3) || <AB> | = A,B), 


则 DD 为 一 赋 范 线性 空间 . 

证 明 ”首先 容易 证 明 D 为 一 线性 空间 ; 零 元 素 为 等 价 类 

(<D,D>,DEP,(X)} 

下 面 证 明 D 为 赋 范 空间 ， 

(1) | <A,B> | 20% A. BK Hausdorff Be 
的 性 质 知 | <A,B> || 一 0 当 且 仅 当 4 一 五 , 苑 (4 为 
D HFEA 

(2) HFR ABCD E Ps(X), 可 以 证 明 ( 1.4) 

(A+ C,B+ D SeA, B) + HC, D) 


(2) wet A B >= 


所 以 有 
| <4A,B>+<¢C,D> | = | <A+C,B+D> | 
=d(A+C,B+D) 
< 8(A,B) + 8C, D) 
= | <4.B> [+ | <C.D> |. 
《3) ”由 数 乘 的 定义 易 证 
Jans ABO | = le +f <KA,B> |. 


«20° 


ty 


ni 


综 上 所 述 D 为 赋 范 线性 空间 
:定理 1.2.134 设 DD 为 D 关于 范 数 的 完备 化 构成 的 
Banach 空间 , 记 Du = (<.A,@>,A E Pi(X)), 则 Ds 为 DB 的 
Mih, ACFE P(X) 到 De APRS J: Pai X 一 Do, 定义 为 
(A) =< AO ,4 EC PAX) 
满足 
GD PD > De。 是 一 一 的 映 上 的 

(2) {EA ALB E PLOD, JA + B) = f(A) 4+ f(D); 

G) fE A E PYCXD AD D JAA) = ACA); 

《4) 7:P,.(X) > D, EARE. 

证 明 BRD ADDO RIA >on 1) CO 
D. HÆ D Puce, Mi < A, >n > 1} A D op Cauchy 列 ， 
而 由 于 

CA A= [| A > | 
= | <A,@>-<A,,0> | 
PRI LA, De 1) y Py. CX) tp Cauchy 3, IFE A © PLD, 
使 得 : 
CA, A) -= Ô 
Am || <A p> AGS || 0 AAA SE D,, 即 证 
D, 为 口中 闭 凸 锥 . 
ke SUE jPa 一 Do REC). (23,03). 而 由 于 
| (AD — FORD | = || <A >< Bye> I 
= | <A,B> | = 6(4,B) 
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PRES j: P,CX) — D, Æ mR . . 
CHE] 对 于 自 反 Banach 空间 ， 也 存在 由 PkX) 到 的 
EAG. 


$ 1.3 超 空间 上 的 拓扑 ， 


本 节 研 究 超 空间 上 的 拓扑 结构 ,为 了 一 般 性 起 见 , 我 们 假 
XD 为 任意 拓扑 空间 . PO AX HER, WT ER 
E€ P(X), jt 

I(B) = {Ae P,(X),A CB} 
I. (B) = {AE PAX), AN BH SB} 
"= {1'(O,GC ED 
.= {I.(OGED 
容易 证 明 上 述 概 念 J*(*) RI.) 具有 如 下 性 质 : 
(1) (CB) CIB); 
(2) ABY = PXW CB) = 1, (B0) 
CT, (BY) = PAX. (B) = (BD; 
(3) $B, CB, € P(X), RY 
I (BD TC I(B AT. CB) C7, CB); 
(4) ”性 给 B,,B, € PX). 有 
PBO UI* CB, CIB, U Ba) 
I, (Bp) N J. (8) D F, BN BD: 
(5) J" 对 交 运 算 封闭 ,J 对 并 运算 封闭 , 即 任 给 GG 


2 


~. ~ M 


hona m 


Fi EYG te Se 


rT e a 


ERS 


PGD NTG = EG NG) 
OMG) U F, (Go = 1G, U GD. 
X131 称 以 J' 为 基 的 拓扑 为 超 空 得 Po(X) 上 的 
上 拓扑 Cupper topology), 记 作 J. 称 以 了 ,为 子 基 的 拓扑 为 超 
空间 Po(X} 上 的 下 拓扑 (ewer topoiogy)，, 记 作 五 UII, 
J.) 关子 基 的 拓扑 为 超 空间 Po(X》 上 的 Vietoris 拓扑 ; 记 和 
J- 
[#1] 可 以 直接 验证 ,J J. Rid" ,J,} 确实 为 Pu 
上 某 一 拓扑 的 基 或 子 基 
[E2 对 于 任 给 G1,…,G,, 记 
IG, ,G,) | 
= {A € PX), ACÜGANG#ØAS:S ny} 
则 由 于 有 . 
GO) = 1, (GDN ALGAE (UG) 
1° (G) = KG), 1G) = KX,6) 
所 以 Pu 多) 上 的 集 族 * 
{B = TG OG) G E JOUK iS n)an 1} 
是 Vietoris 拓扑 下 TÆ. 
CHES] ANARA POO 的 某 一 子 空间 (如 P(X)、 
PAX) 等 等 ) 上 的 拓扑 ,我 们 仍 用 J.,J 及 于 分 别 表示 这 些 子 
空间 王 的 相对 拓扑 ， 


aage 


下 面 我 们 讨论 超 空间 上 的 拓扑 与 其 基本 拓扑 空间 的 关 
K 
定理 1.3.1 BEX PX) E XRO 上 的 映射 
ELEC = {z}, rE X Wih J Ah 三 种 拓扑 意 
义 下 均 为 连续 映射 
za 车 GEJ, 则 
mua (0) 
= {x,i(z) € I (0)) 
. = {z {x} CG} = 
KRU Æ GG, E JN 
GD N = N TGD = (ria € AL.) 


= {n {r) NGEJO KISKA} 
= {rr EG U KiS n) 


i=] 


所 以 :在 工 ,小 拓扑 下 连续 . 由 定义 1. 3.1 的 注 2 知 ; 在 了 Hi 
扑 下 也 连续 | 

定理 1.3.2 BCX, 为 拓扑 空 间 , 用 表示 区 的 有 限 
TRKE MARTE, J). 

证 月 RC ALSHE, 则 G 一 定 包 含有 限 子 集 ， 从 而 
ALG) QUA SO AH, HG, GC, WARS IPM, Ber, EE 
G.I Sign). W 

{fm eee ET ODN NLGINU 


or ot ed eet 


FERU 5), MFR I.) PEFR KU ET 
(PX) J) 

ERLI ÆDE MeO) J 也 是 可 

证 明 RX ATT D = (zn 1), HU 
RD OARFROL HE. MU 是 可 数 的 , HE DME X, | 
SLL DG X 中 任 一 开 集 相交 非 空 ;从 而 类 似 于 定理 1.3.2 可 
证 Un MEF (P(X) J.) , 则 知 (Po(X) ,天 ) 是 可 分 的 

ERL EXD ÆT MPS PX) 基 
Ts 空间， . 

证 明 HAB 为 PX) 中 两 个 不 同 元 束 , 赠 A\B 与 
BA 必 有 一 个 非 空 , ARR ANB H# SO. Bee ANB, FOX, 
DBT, SAM. = Xr) HR AMI GD) HPX), 
J> 的 开 集 ,但 显然 B E IGA AE FCG PAX) ED 
Ty 空间 ， 

定理 1.3.5 设 (X ,及 是 任意 拓扑 空 间 ; 则 (P(X) ID 
ÆT, 空间 . 

证 明 HA BHP PRALE FORARE DA, 
RG = X\B A X PAR, Wil. (G) HEX, 1) 中 开 集 ， 
但 由 于 AC IG, BE. L (G, AAIR, Jo AT, 空 
a. 

定理 1.3.6 BCX.) 是 正则 拓扑 空间 ;, 则 (PA(X},J,) 
是 Hausdorff 空间 , WRX.) BT, 空间 , (Ps(z),J,) 是 
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Hausdorff 25/8}. WX.) 一 定 是 正则 的 空 闻 (从 而 也 是 Te 空 
fal. . . 
证 明 BXD 是 正则 的 ,4, 有 为 P(X) 中 不 同 元 素 ， 
FAB A A r E AB , 依 假 设 存在 不 相交 开 集 G,GC ， 
#a2EG ACO MMAECT.G.BEI (G'), 但 显然 
DGO, L O (PX) ,J,) 中 不 相交 开 集 ,所 以 知 (PACX)， 
J.) 是 Hausdorff 空间 . 

相反 地 ,假设 (了 Pr) IL) 是 Hausdorff 空间 , (XD AT, 
ZA- FER X thE MM PE RMT FP HK E XP 
BP = FU {2} HPOO 不 则 元 素 ,从 而 存在 (PrCXK) ,天 ) 中 
两 个 不 相交 的 开 集 G,G' BBP CG.F CG. 由 于 任意 与 F 
相交 的 开 集 必然 与 已 相交 , 所 以 G 必须 是 某 些 具 有 形式 
1"(G),G E 了 的 开 集 的 并 ,所 以 存在 GE J iE F E TO, 
FEM GC). 另 一 方面 ,由 于 任意 包含 所 的 开 集 必然 包 合 下， 
mac 必须 具有 形式 !,(C ), 即 存在 开 集 CG rE OUP N 

t= OD. HYG 4G! 不 相交 ,所 以 必 有 G 人 |G' 一 好 ,而 zE 

GF CG, 因 此 (X,J) 是 正则 的 

定理 1.3.7 NERS, POOD. ) 是 
Hausdorff 空间 当 且 仅 当 (X ,JD) 是 Hausdorff 空间 , 

“证 明 充分 性 HAX, Æ Hausdorff 空间 ， ABE 
POO 中 不 同 元 素 , 不 妨 设 A\B A 名 , 任 取 x € AB, FB 
是 紧 的 ,x 已 ,利用 有 限 覆盖 定理 及 Hausdorff 空间 的 性 质 知 . 
存在 不 相交 开 集 G,G' ,使 得 x € CBG. 类 伏 定理 1.3.6 
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BA ay BECP, (X).J.) 32 Hausdorff 空间 . 

BEE EPO, J) B Hausdorff aHa bE Xe 天 
6,4 F = {a}, F" = {a,b}, FF POOR FCF ey 
定理 1. 3.6 可 证 存在 不 相交 的 开 集 G,G ,使 {a} EIG), fa, 
b ET. CC ) Fie € GEG ATTAK, D) 为 Hausdorff 
空间 . 

定理 1.3.8 RAD 为 正则 拓扑 空间 ， CEPS ) 
HEFE, BSU (C,C EC) EAR. 

证 明 RSE THER E XE, AX\ 内 点 . 对 
于 任 给 C EC, 由 于 CE PAXE C AXD HERNEN, 


存在 不 交 开 集 CGG' ,使 CCGxzrEe Co FARCE CC 


€ (GJ RU (GD),C € C) 是 人 的 一 个 开 覆 盖 , 但 C 是 
P(X) J) 的 紧 子 集 ,于 是 存在 C 的 有 限 子 覆盖 {1" (G). 1S 
k< n) G= ÅG a JEP G a H ERS Ga 对 应 的 开 集 , 则 z 
€G.ABNG= DR zy XB MAAS BWR. 
1.3.9 BXD 是 任意 拓扑 空间 ,C 是 PCX) ,J,) 
的 紧 子 集 , 划 8 二 U (CCE C) BRR. 
ER BGAE A EST, WHE 


«ACE CRIM. 由 于 Ce CREM RUE AOR 


FRN ACCU GAE N) $ 

G: =U (GAE NIC EC) 
AT CGD,C E C) SC IPM Se h FEEC), J.) 的 紧 
RHE CHART MBUGO.1LSkcn}, on 
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=UNa SUN CARR. BBC U Gi ATH B RB - 

定理 13.19 O.D BEN, WP (XY). 是 紧 的 . 
HER- AXD BT, 空间 , PAI BRM OD 是 
证 明 ”根据 Alexander FEER, AAD, JO 的 任意 
一 个 由 其 子 基 元 窒 构 成 的 开 覆 盖 存 在 有 限 子 惟 兽 , 则 . 
(P.O, BRM. HUG). (Gir € As € A} E 
Py(X) FRR ic 

G=U {Gs E A4) Po = MG 
WF BAM. HF AS WEF, CPX) hF F NG, = 
Os © AD AFE r E A IEF E I Go) s FE GaG 
s€ Ae} AX MFRS KX MRE 存在 有 限 的 子 覆 盖 
{Go Gl <i<n)}. :由 于 任 给 闭 集 下 E P(X) 或 者 包含 
于 Gw: 或 者 与 某 一 Gs 相交 , 故 
(Gma) IT GOG StS ny} 

EPX HARPER. 对 于 Fo = SO 的 情形 可 类 似 证 明 ， 
所 以 (PACX),J,) 是 紧 的 ， | 

FAR HE. CPX) JO ER. RKP OD, Jo 必 是 紧 的 ， 
PEGLA E A) SEX AEF. POX), WHE — IRF 
必 与 某 -一 G HABE BT. GAE A} BPO) 的 一 个 开 
覆盖 ,从 而 存在 有 限 子 覆盖 

U.(G),1ai< n} 

HF XAT 空间 ,所 以 单 点 集 {x} € POD, AGa Si 
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<n) Me X Mia X 是 紧 的 . 

定理 1.3.11 X.D 为 拓扑 空间 , 则 下 列 命题 等 价 : 

C) X £@ Hy Hausdorff 空间 ; 

(2) (PAK),J) 是 紧 的 Hausdorff Sy X ÆT, 空间 ; 

(3) (PAX),J.) SE RAY Hausdorff 空间 - 

证 有 明 AF Rhy Hausdorif 空间 是 正则 的 , 依 定理 1. 3.6 
及 定理 1. 3. 10 MED FHF). 下 证 (3) 与 (1) 等 价 . 

车 (3) RERE = P(X), 则 是 紧 的 且 包 含 区 中 单 点 
集 ,由 定理 1.3.9 知 有 =U (CCE C 是 紧 的 ,再 根据 定理 
1.3.7 PAG) Me. 车 (1) 成 立 ， 戎 PX) = PX), 而 (1} 
与 (2》 Str. MACS) wre . 

EE i. 3.12 EX, 了 是 局 部 紧 的 ， APOD 是 PAX> 
中 的 开 集 . 
TA KEPD, HEX 是 局 部 紧 的 ， LL FREE 
AG RB K CG AAG € PLAX). 因为 1(G3 BK 的 一 个 开 
SB ih. MER F E IG, EFEC AGE PAX) HFE 
PXD ARR eG) CPC). K APOO BAA. 

[ 注 1] 由 于 度量 空间 (特别 地 Banach 空间 ) OIE 
AT 空间 , 扬 似 定理 1.3.1 一 1. 3. 12 对 于 任意 度 重 空间 CX， 
d) 自然 也 成 立 - 

[22] 尚未 见 到 在 Banach =f] X tp, KEP, CX) 4) 
的 诸如 (了 Pt 天 ) J.) 等 一 类 子 空间 性 质 的 讨论 - ASTER 
集 . 凸 集 在 Banach 空间 理论 中 的 重要 地 位, 这样 的 讨论 是 有 
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益 的 - | 
RX .d) 为 度量 空间 ,对 于 任意 A E PX) > ie 
SLA) = (B E B,(X),8,(A,B) <r} 
SA) = {B E€ BX) BC AB) <r} 
Sun(A,r) = (B € B(X),6,(A,B) <r} 
PR SaaS Su Hy usd: 及 6 的 球形 邻 域 - 由 定理 1 2.4 及 其 后 
PO EE OT BE EC, RSs, +) 均 为 Po(X) 上 的 半 度 
量 ,从 而 均 可 在 PA(X) 上 产生 一 个 拓扑 , 且 分 别 以 {5S,C4,7)， 
A € P(X) sr 0) (SA A E PAX) or > 0 及 (Sa(4， 
r) A © P(X). > 0} 为 其 基 (Keiiy[48])- 

称 以 8, 产生 的 拓扑 为 PCX) 上 的 上 半 度 量 拓扑 , 记 作 
CGP,CX) ,6,), 称 以 8, 产生 的 拓扑 为 PALX) 上 的 下 半 度 量 拓扑 ， 
记 作 (PoCX) ,6), 称 以 6 产生 的 拓扑 为 PetX) 上 的 Hausdorff 
拓扑 , 记 作 (P。CX) D. 这 样 在 度量 空间 的 超 空 间 上 就 有 了 两 
种 类 型 的 拓扑 . 一 种 是 在 (X,4) 基础 上 建立 的 于 拓扑 ` 下 拓 
扑 与 Vieteris 拓扑 , 另 一 种 是 在 Po(Cz) 上 直接 建立 的 上 半 度 量 
拓扑 .下 半 度 量 拓扑 与 Hausdorft 拓扑 . 下 面 讨论 两 种 拓扑 的 
SER . 

定理 1.3.13 设 GCP(X) 是 (P,(X),6,) 中 的 开 集 , 则 
G peP, Jo 中 的 开 集 - 

证 明 ” 设 6 是 (Po(X),6,) 的 开 集 , 若 4 EG, 则 必须 存 
Er > 0, iff 

SLA n CG 
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枉 取 7 一 r, 者 CCm 二 4 则 CeESC4r ,从 而 CE G, 故 
AG +A CG. HAF FABRE MR! + AD 
E A EPK). Jo 中 的 开 邻 域 . Rits Æ P, C, Jo 中 的 
FÆ. 

91.31 定理 1, 3,13 反之 不 一 定 成 立 , RED 为 欧 
KEZEG = (lesy) > 0,y > 0}. 则 大 4G) BCP, CR) 
中 的 开 集 . FRE RE PLR) ,5.) 中 的 开 集 . 取 


A= {(2,y) r >0,9> 03 > 4} 


MAE IG) (AM FER > 0,7 +A RAAT C 中 ,所 以 
AABEF RRA? CR). PIG) 的 内 点 . 因此 ， 
rG) REEF BMPR) OL) 中 的 开 集 … 

定理 1.3.14 BGC (PAX) BPX) Jo 中 的 开 集 ,. 
则 CEEP), 3) 中 的 开 集 

iE RB 仅 须 考虑 (P。(X) Jo 的 子 基 开 集 1。 ©). BAE 
Tc) WANGA OS Rr eC ANG zHEGCHAA, FRE 
在 r > 0, 使 得 Stz,r) CG. 下 面 证 明 

SAs) CTO) 

EBE S47), 则 8604.8B8) 之 +r, 好 4Cr 十 B. 由 x€ 
Alc € r+ Bs AFELE B idab) <r, MILLS EG， 
Be BOGE DUBE TG). 因此 SC4,7) CLO, 

所 以 了 .5c) 是 (Po(X),58) 中 的 开 集 . 

例 1.3.2 定理 1. 3. 14 反之 并 不 一 定 成 立 . 设 (Rz,d) 为 

欧 氏 空间 ,4 = ((z,y) y = 0}, 
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G = (B,8(A,B) <r} = SA,r) 
WG BCP,(RD,8) HAIER, HAG RA. aI. (GD 
E A ER, Jo 中 的 一 个 基本 邻 域 , 取 下 一 (a cy) o 


E GASES), MF EAT. GD. 但 由 于 F 是 有 限 集 ,从 而 
AR BUA F ha AR, RABE A> 0.08 AC A+ 
F, LÒCA, F) 一 十 o, FREG tp. 因此 ,G REPA), 
ID 中 的 开 集 | 

定理 1 3.15 BCX. d) 是 度量 空间 , 则 

a) (POX), JT) = (PX ,8,) 5 

(2) (PACK), = (PX), 8) 

(3) (P(X), J) = (PX) .SH). 

EM) 由 定理 1.3.13 仅 须 证 对 任意 开 集 G， 
LO N BCX) 是 (Pi(X) ,8.) 中 开 集 即 可 

WK EG) N PO, MAKAO =r >0.K' € 


2 
可 知 SKZ C I (G). K EÈ I O 在 (P(X),6,) 中 的 
内 点 - 即 证 (O N BOO XP, 8) 中 的 开 集 . 

(2) ”同样 ,由 定理 1. 3. 14, 仅 须 证 明 (P,CX),6) 中 的 任 
BARC HRP) 中 的 开 集 ， ERK EG, WFE 
r> 0; 使 SAK,r) 1) P(X) CG, FBEK Cr+ K' AiK 
E G, AFK BRM. PUA la. 2} CK, BK 
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P(X), HOCK, KO < FR K'O +KEI (G). FR, 


CUG, 其 中 GG; = Sha, pa Sin). PELL fi. (G) 是 


(PAX) J 中 乓 的 一 个 基本 邻 域 . 如 果 K' E AT. (CMK 
1G: # SA<i<n), RV 
GCr+KAUsisin.KCrt+kK' 
AT K €G EA VG) CG. AK EG REG 在 
(PX) 中 的 内 点 . aK € GATES ERNE - 
《3) | 综合 (1), (2) 即 可 证 明 ， 

推论 1. 3.1 CX.) 为 度量 空间 , 则 (PCX) ,5) 仅仅 
依赖 于 大 上 的 拓扑 ,而 不 依赖 于 度量 . | 

推论 1.3.2 Hd) 为 可 分 的 度量 空间 , 则 (PCX) ,6) 
是 可 分 的 ， 

证 明 ”由 定理 1. 3. 3, 若 记 品 为 六 的 可 数 稠密 子 集 , 则 DD 
的 有 限 子 集 全 体 习 p 稠密 于 (PCX) ,TD) ,但 由 于 天 的 任意 有 限 
子 集 是 紧 的 , 故 Us BEX) ,J,) 的 可 数 稠密 子 集 , 从 而 可 
证 (Pi(X) ,J 是 可 分 的 - 但 由 定理 1. 3.15 POO 上 的 
Vietoris tht Hausdorff 拓扑 等 价 , 故 (P,( 和 ) ,8) 是 可 分 的 ， 

_ 01.3.3 (Blascke's Selection theorem) 设 是 一 个 
Banach 空间 的 紧 子 集 , (Kon > 1} CE, AFEK.) 的 
FIN Ke) BK E POO AP IKu K) 一 0. 

ZA TX BRM. 由 定理 1.3.15 PX) 上 的 
Vietoris 拓扑 与 Hausdorff 拓扑 等 价 , 利用 定理 1. 3. 11 即 得 
(Py, (zx),6) 是 紧 的 度量 空间 . 由 度量 空间 中 紧 性 与 序列 紧 的 
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等 价 性 即 知 存在 子 列 { 开 .ii 六 1} 及 天 E PAX), EA 
lim (Ku KY = 0. 
由 定理 1.2.8 易 知 K EPX). 

[ 注 ] 由 于 Pi(X) 上 的 Vietoris 拓扑 与 Hausdorff 拓扑 等 
价 ,因而 对 于 P(X) 上 的 Hausdorff 拓扑 与 其 基本 拓扑 空间 
(Xd) 的 关系 ,可 完全 套用 定理 1. 3. 1 一 1. 3. 12 的 结果 . 对 
于 Pr(X) ,也 可 相应 地 讨论 (PH ,6) 与 其 基本 拓扑 空间 
(Xd) 的 关系 , 见 Klein and Thompson[52]. 

设 ( 和 ,da) 为 度量 空间 ,用 BEAD 表示 (PCX) ,6) 的 
Borel o RA d. GD a" (G)) 分 别 表示 也 (和 ) 上 的 集 
族 | 

O N BOX ,G HFR) 
UO N PAX) ,G 为 开 集 } 
生成 的 " 代数 . 
定理 1.3. 16。” 设 (X,d) 为 可 分 的 度量 空间 , 则 
BCP,(X)) = a. (GN = all (G)) 

证 明 ”分 三 步 证 明 

O 首先 证 明 oF (GD) C oI). 对 于 任意 
I. (OEF G 为 开 集 ,因而 可 取 闭 集 列 {fFsr 1) 

F, = (2 E Xd XO > 1) 


使 得 G = ÜF TEA 


1,Q= Ud. (FY N PX) 


= Ü EON CX\P,)) € ed G)) 
ATLL o, G Col Gh 
《2) PERG Coll. (G. 对 于 任意 大 (CG)， 
由 于 X\G 为 闭 集 ; 因 而 可 取 开 集 列 (G.,n > 1) 
Gy = {ax € Xd XO < 4) 


使 得 X\G ÅG- 由 于 对 于 任意 紧 集 K CXKA OOAD 
HHRH K NG £ DaS D, HUA 

POONG? (G) N P(X)) 

= {K € P,(X).K N (AGO # 2} 


=K E PAX) KAGE) 


=A NPRD Ed.D + 
”于 是 od7* (G)) Ca, (G)). 
《3) ”由 于 B(P,(X)) 是 由 (P(X),6) 中 开 集 全 体 生 成 
的 ,而 7* OL (O 均 为 (PACX),5) 中 开 集 , 故 知 ' 
aG) = ol. (G)) TC BPX)) 
FERO 中 任意 开 集 均 恬 于 od (G)) = ol (0)). 
H FIE GI. (G),G 为 开 集 } EPO) 的 一 个 子 
基 , 设 u 为 该 子 基 元 素 有 限 交 的 全 体 , 则 
UCeoedG) =a, G) i 
因为 疼 可 分 , 依 推 论 1.3.2 知 (PCX) 8) FSP, WTP, CX) ,8) 
任意 开 集 均 可 表示 为 中 元 素 的 可 数 并 ,因此 9 € lG) 
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= oF, (G). & 
BCP,CX)) = 0" (G)) = ed. (G)) 
下 面 给 出 超 空间 上 几 种 比 Vietoris HI} RSH MT, E 
们 在 集 值 随机 过 程 的 研究 中 很 有 用 处 . 
定义 1.3.2 KAHI OD WTS POO 
AX EARS PX) HX ERS 
TKO = {(FEPAX) FO K = g) 
1G) =(FERPCYO.FN GH BS} 
RAGOKO, G 为 开 集 ,天 ARR) 为 子 基 的 拓扑 ,为 
POX) EAS POTD REP CX). JO. 
B,D HAWER Hausdorff F0. #8 X 的 加 一 点 . 
RG I), 
l X' =X U (oo) 
J = {GOX ,00 EG XG EX Hh RB) UK 
是 紧 的 .Hausdort S]. a Y BH POX) + PXO 如 下 : 
a(F) = FU {oo} 
Ri e EA PDO 到 其 值 域 
PK) = UF CX’, F E BCX") ,00 € F} 
上 的 一 个 双 射 (bijection) ,并 且 由 于 
P(X’ \P..CX) = (F E POX) FC X} 
EPKJ FER, EPO) PANO, HAE.. 
定理 4.3.17 AXD 为 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 , 则 
wR Maw «SEM P(X) I.) BCP. CX) 5.) BF BR 


* if « 


$. 
证 明 AER e 是 连续 的 . HEAT. (GG AX WF 
BRIG HX 的 开 集 . 由 于 对 于 任意 FE FAX}),FN GS 
D MAM BaF) 1G EX has Ma, (G6)) =1 Oe 
PAIO, J.) 中 的 开 集 . AERTS CK) K WX PRG = 
ANK U (œ) AX 中 的 开 集 . dea FOE PX), 
FO K= 2 当 有 目 仅 当 2a(F)CG, 故 eI" (K)) = I* (K9 A 
PXJ 中 的 开 集 ， 
HUB FERRI GOJ. (G'),G' AX 的 开 集 , 则 G 或 为 
X PRR RFE X PRE K. PHC = (XK) U {co}. 当 
C 为 的 开 集 时 ,有 : 
GD = A = AD 
aE, G) = ad G’ N P(X) 
当 = ANK U {oo} (K 为 X 中 紧 集 ) 时 ,有 
OE, (G) = a PCX) = PAX) 
aU (Gy) = I (Ks) 
它们 均 为 (P(X) ,J.) 中 的 开 华 . 
综 上 所 述 ,a(.) 是 连续 的 , 因而 是 从 PX). 到 
PCX, JO ASEH . 
定理 1. 3. WEERA, D 是 局 部 紧 的 Hausdorff 2s 
间 , 则 (P(XX) JO 是 紧 的 Hausdorff 空间 , (PjCX) J.) 是 局 部 
紧 的 Hausdorff 空间 . 
证 明 CX’) 为 紧 的 Hausdorff 空间 ， 则 由 定理 
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1.3.11 PAX), J) A HY Hausdorff 空间 . i Po (XO Æ 
(PX), Jo 的 闭 子 集 ; 因而 (P(X'),J,) FAR Hausdorff 
空间 . TEREE.. 3.17, (F(X) ,J.) E Rh Hausdorff g% 
fl. ASPX) = PX) U (2), ROA JO BRE 
Hausdorff 空间 . 

定理 1.3.19 BX.) 是 局 部 紧 的 .可 分 的 度量 空间 ， 
AICP CX) JO 是 紧 的 可 度量 化 空间 

证 明 ”由 由 定 知 XX = X U {cc} 是 紧 的 可 度量 化 空间 ， 
依 定理 1.3.15 知 PrX') = PAX) 上 的 Vietoris 拓扑 与 
Hausdorff 度 董 拓扑 是 等 价 的 ,因而 (Pr ) 天) 是 可 宏 量 化 
空间 . 于 是 根据 定理 1. 3. 17 知 (Pr(X) J) 是 紧 的 可 度量 化 
空间 - i 
[H] PAS REEF EOG 上 闭 集 列 在 该 
拓扑 意 文 下 的 收 敏 性 等 价 于 闭 集 列 在 了 uratowski 意义 下 的 
at AA $ 1.5. ~ 

‘SEM 1.3.3 (Mosco 拓扑 ) HX H Banach 空间 ,沿用 以 
前 记号 ; 称 台 CX 上 以 (I.(C) (KEeiC ARE, K OAS 
紧 集 } 为 子 基 拓 扑 为 Mosco 拓扑 , 记 作 (Pj(X) Ju). 

设 | T 

HG Gy GK) = (ÀI. G N IKO 
HF I" CK, UKo) = 1 (KY) N KO, RRR PAX) 
ERR 
{KG sG K) 1G; HEREA Si <n) 
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KW Run > 1} 
为 Mosco 拓扑 的 一 个 基 . 
为 了 讨论 Mosco 拓扑 的 性 质 , 先 给 出 商 条 引 理 
引 理 1.3.1 RAS CPA t A= 
DB. &C, = eof 人 UA > 1). MC, .2 1} CPX, 


ALAC, = (4). 


证 明 BROS, 假设 < 天 9,cE 介 C,, 则 对 任意 ” 
> 1 HEA E [0,1] Ra, E Ay, Aa, 一 <, 任 取 收 敛 到 的 
FEB Aah > 1), 直 于 < 天 8 而 sup Il a, [I <0, FDL 
A= lima, +0. 


但 由 于 c/A 一 limc/hu = limaus, 从 而 c/AE À An EBT 1 Ans 


=O FM. 因此 , NC, = (6). 

引 理 1.3.2 设 义 为 非 自 反 的 Banach 空间 . 对 于 任 给 的 
Ke P(X) RIES BARC, ,G1( 不 必 互 不 相同 ) ,存在 
{fr 2€ GO Sign, Hr BRA. eS 

cof sae NK = SF 
证 明 (ERC > 0, TRE HERI cr) BE 
(ZE CC Sign) 
对 于 任意 的 x € 3(8,1)，, 记 
Pl) = cota, + Sur stat eu} = PCO) + eu 
我 们 证 明 存 在 x € 50.1). P) N K = Ø. 
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BEAR. We E SDPO N K E 他 ,从而 知 
ex € K — P(6) 
即 3(9,e) CK — PO). HFK E P(X), h James @ BBE 
PO) th KN. MLK — PCO) 也 是 弱 紧 集 . 但 由 Banach 
空间 理论 知 非 自 反 空 间 中 弱 紧 集 的 强 内 部 必 为 空 集 ,从 而 导 
致 第 盾 . 故 所 证 结论 成 立 - | 

SER 1.3.20 2X A Banach 空间 , 则 下 列 命题 等 价 : 

M 在 是 自 反 的 ; i 

(2) (P(X), Ju) 是 Hausdorff 空间 . 

证 明 “O2” FEB AC € P(X), AC, 
BEACH WD. Bat Avo CME > 085,90 NC 
= ø. Ame 

C E D (Bta) 

AEI. (S(ase)) 
HEX AR. RSG.) 是 弱 紧 的 ,从 而 7 EaD 为 C 的 
Ju SBT. Sla, e) H A W Ju W. BRI a, D N 
1, iSl) = D. Bh, (Py. (X) Ju) JB Hausdorff 空间 . 

“(2)=> (01)” 假设 X 不 是 自 反 的 . 任 取 (Pjy(X) Jo 的 两 
PBA MIG Gs KTV ies Vas KO | 
1. 3.2 ,存在 二 E Gow, È 信使 得 

COL, se Ta sD Un N (KUKO = 24 


cola, Tps U et sant 
EAL GD) NAL) NTUK U KNO 


40° 


= (AE. GD AIKIIN C(t.) NIK] 
= MG Gas K) N IV yr Vin KD 

这 说 明 (Prx(X),Jw) 中 任意 两 个 基本 开 集 有 非 空 交 , 因而 
(Py. CX) Ju) 不 可 能 是 Hausdorff SAFA. AX BAR 
的 ， 

定理 1.3.21 RX WA MH Banach 空间 , 则 下 列 命题 
等 价 . 

(1) PAX J) 是 第 一 可 数 空间 : 

(2) X Ena Banach 空间 . 

EA DS EPO hd 是 第 一 可 数 空间 , 则 
它 具有 可 数 局 部 基 . HFX EPX, AX SERIES FR 
相交 非 空 , 故 并 的 局 部 子 基 只 可 能 为 具有 形式 了 .CC)(G 为 强 
FIO ORM. 因而 存在 可 数 开 集 列 {Gun > 1), 使 得 
{L (Gn > 1) ARZE XK EP. ,Jx) 中 的 一 个 可 
数 局 部 基 , Hex, € GG: 2 1).> 


D= (F hra E [0,1], 为 有 理 数 ， 


SA = Lom 21} 
RW Dy X bay HR. FREAD MTX. {rE X Bee 
A ci RU WXEL.) FERE GaG iE 
得 


x E ÑT. Ga cL) 


ade 


RRD CAI. Gu) CI U HD NU D MWD 
QUAD. Ai DMEF XX Baa. 
“DSD BX HST Wee EH] BE FE D. 
EBA E Pr(X),x" EXD 
H(x*) = {y E KX, Ty > sup <r" 1x >} 
Rl AC Hi") HFEA 的 可 数 点 列 {z7 tS 1} A 


一 站 可 (zz)( 兄 本 书 引 理 2. 1. 2). FRED 1 RAR AM, 
Ga = S0, U Hr ) 
WH X H A AERC.) ABRAMA A E T Ga. 
LQ 为 非 仙 有 理 数 全 体 , 记 
U, = (7, (SC TD Er E Qt} 
U; = {CGIOI if aE Qt} 
YU, U Us ACP (4) Je) 中 的 包含 A 的 可 数 开 集 族 , 下 面 
TE U, U U: 中 元 素 有 限 交 全 体 构 成 4 的 局 部 基 . 任 给 4 的 
EEFE IG GKI MWANGA Sain) HAC 
K. 取 非 负 A 有理 数 7 EE Ot Rx, EG A AER Srn T 
GULIK) MA 
A ef. (Sar) onl. (G) 
HF BERK ACK BK CU U, Ge Wa E Qt 
BK CSQ,«,), WK K 的 弱 紧 性 知 存在 正 整数 由 之 1, 使 得 
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K CUGa ;从 而 天 C ÜG ;因此 

Ae Au AGD D CI CK) 
这 就 证 明了 U, UU, 中 元 素 有 限 交 全 体 构成 了 4 的 局 部 基 
PIE (P(X) Jd 是 第 一 可 数 的 . 

定义 革 3.4 (线性 拓扑 ) BX Wy Banach 空间 , 任 给 非 零 
Hrt E X’,ce€ Rip 

H(z" ,a) = {CE P,CX) “sup < 
PAX 以 

(U.G), HCx ai GOX ARRE CX" 非 零 ,a EE 
R) 为 子 基 的 拓扑 为 线性 拓扑 , 记 作 号. 

为 研究 线性 拓扑 的 性 质 ,我 们 需要 下 面 三 个 容易 证 明 的 
引 理 : 任 给 非 零 的 xX" CX" GER LG" a) = (cx EX, 
<r, >= a}. E A,B E PLAX), DCA,B) = inf{ || a 
—6| a€ ASE BHA SANS RE. BRR AN 
BH @ AIDA, B) = 0. 

引 理 1.3.3 ROX PRR ACK jda NGE 

XAR ANGE Ø. 

” 引 理 1.3.4 BAEP) z" CX EBC ERMA 
€ Hr" a) 当 且 仅 当 sup < x" za D(A,L(2" ,@)) 
> 0. 特别 地 , 若 4E Haa, W 

D(A, Lir" ,a))= supte, (A + 2) NN Eirto) = Oh} 
a— sup < > 


Warf 
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引 理 1.3.5 FAC P,(X),e>0,j72D' (A,e) = (CE 
P,.(X);D(C,A) <e},DCA,e) = (C € PAX DCE, A) > 
e} , 则 它们 有 如 下 表示 式 : 

D' (Aye) = I, (inttA + e)) 


DA.) = Gua tet Fy) 
JERE 1.3.22 WX 34 Banach 空间 , 则 
{D'LA E), D(A, AE P,,(X),8 > 0} 
是 线性 拓扑 天 AFE. 
ER ”首先 , 我们 证 明 上 人 述 形 式 的 集 族 是 (Pj(X) ,JL) 
中 的 开 集 . E AE PX), e> 0,4 5/3 1. 3.5 BUD CA, 
se) 是 (Pr(X) ,了 ) 中 开 集 ; 任 取 CE 5C4,e), 同样 由 引 理 


1.3.5 AFE > LERCH DN aet Dg. 由 
SR} EE EAE BA r € Xe E 只 ,使 得 


supi r,r >r ECH 4) <a 


Sintia rtr > pa EC Atet+ 1} 


则 由 引 理 1. 3.4 知 C E Ha ,a) ;但 依 上 述 第 二 个 不 等 式 易 
Hae" a) CAA, E), AC DCA, o 在 线性 拓扑 意义 下 
的 内 点 , KC 的 任意 性 即 知 瑟 (4,s) BHR. 

EK RER A, e), DCA, E), A E (P(X), E> 0} 
SRT) J: FR ERA E P RAEG, RBA 
N GED, WFE rE A e> 0, 使 得 SCr,e) CG. 显然 ,我 


CEF: i: OE 


_ 们 有 


AED ({x},6) CI, O 

另 一 方面 , 任 给 4 E P(X) RIEP EX ER hi 
49 AC Hix" ,a). Qisa supar > eS + | x" ll. 
依 引 理 1.3. 4 可 知 

(A+ ©) N (Lat. to = oe 

从 而 A ED (Aye) 0 D(L(2",a),6) C Hla a) EB. 

定理 1. 3.23 2X Banach Æ fE, MPA, B) =col Al 
B) RYA, B) = dA + B) $92 (P(X) I) X (Pj(X) ,J) 
HPO, Jo 上 的 连续 映射 . 

TEM DEC, O 的 连续 性 ,%(*，*) 的 连续 性 类 似 可 
证 . 为 此 , NEEE GOGX ARENE R 
H(x*,@),2° © X* $B ER COULG) BP HG", 
a)) 均 是 (PCX) EL) X (Py CX) dz) 中 的 开 集 ， 任 给 (4,B) 
E pU, (G), ieot U B) N GA BATHS 1 3. 3， 


colAU BG OS MEE ASE B,WRAE [0,1], 


fh z= det O DOE G. Re > 6 MBS. CGH 
于 
AE I, (8(a,6)),B EI. (SS, hE) 
MTA, B) € I, (Sla) X I. (805.29) ,但 由 rz EG 的 取 法 
易 证 | 
KI. (S(a,e)) X 1, (8G,0)) CT, (SCz6 C1, (G) 
则 知 


" 


(A,B) ETS €a,e)) X 1, (Sie CO 
PEG) - 
BPC A,B) EPICO 的 内 点 - 出 于 (4,B) BFE RHE. BIG 
@'U.(G)) WAS. AFH ,a), 由 于 显然 有 
PICH ir! a)) 一 再 (ay X Aer" ,a) 
BUS CH Ca” 是 (Pr 本 ) X (P(X) Te) 中 的 开 集 ， 
定理 得 证 . 
[H] 定 1.3. 23 表 明了 Pr(X) 上 的 线性 拓扑 于 关于 集合 
的 并 的 闭 凸 包 运 算 以 及 集合 的 加 法 运算 是 稳定 的 ,而 这 一 点 
也 是 将 其 称 作 线 性 拓扑 的 主要 原因 . 超 空间 上 其 它 类 型 的 拓 
扑 一 般 来 说 亦 不 具有 这 种 性 质 , 反 例 请 参阅 BeerL 15]. | 
定理 1.3.24 设 革 为 Banach zs faj, M 
| (Pr OO SIT PAX) Sad 
C (PXY Ja) 
(P(X) .8) 
证 明 ”我 们 分 三 步 依 次 证 明 上 述 三 个 包含 关系 : 
| (1) 由 于 Banach 空间 中 强 紧 集 必 是 弱 肾 集 , 由 定义 即 可 
WEP) J.) CC P(X) Ju). 
(2) KE MR RIERA BRR K OCX) 是 
(PAX) J) 中 的 开 集 . ERBACT CK), WANK =Ø. 对 
于 任意 zx CK ORO. CX Ra € RE 
得 
sup TT 


aR. 


a | 
Ma'z) = {yE X, Oa" y >> a,! 
WI Mic" 2.4.) ERRA A 
. | K Cc Ue Mix* oF 5, > 
于 是 ， 由 K HAKH. 存在 有 限 个 元 素 zr" tq} CK, A 


K Lam UM: pisau) 


从 而 短 AE UHC 1) CT" KO BIE A ÆT K 在 线性 
拓扑 五 意义 下 的 内 点 - 由 4 CIKO 的 任意 性 即 可 证 明 ， 

o O 任 给 开 集 G 守 天 , 依 定理 1.3.14 知 J,(G) 是 
PrOD 中 的 开 集 . 任 给 非 零 的 zx" E X © RE RE 
天 (x a) WEP, A) 中 的 开 集 ， RAC FI(ax" a), RSI 
#1. 3.4, 存 在 < > 0, 合 得 

DCA + e, LG Oe 
4 SulA D = {C E P,(X),6(A,C) < ©} WIR Hausdorff fE 
离 的 定义 及 引 理 1. 3. 4 可 知 
SC CH ,0) 

AHE A E Sp (A,©) E HC a) 在 (PrCxX7 ,人 六 中 的 内 点 , 依 4 
€ H(x" ,a) APES PERI AT UERN . | | 


$1.4 支撑 函数 与 超 空 间 Pur (其 ) 


我 们 首先 介绍 一 些 有 关 凸 函数 的 知识 


“47° 


定义 1.4.1 设 f:X 一 页 为 广义 实 浮 数 , 记 
domf = {z € X, fix) < œ} 
7 epif = (Cyr) EX X Ror Sf) CXXR 
称 domy 为 的 有 效 定义 域 , 称 epif 为 了 的 图 (epigraph) 

定义 1 2 RIX +R=(— ot co] 为 广义 实 函 数 . 

D KS 为 凸 函 数 , MRE 2,2, € X, E [0,1], 

fg, +A — Aa) Safle) + DF 

(2) ARS WT BER, MR epi 为 (X X R,r X n) 
AFI Hb oO X EW PER x zt 表示 与 R 上 
通常 意义 拓扑 的 乘积 拓扑 - 
定理 1L 4.1 设 f:X -> 瓦 , 则 直列 命题 等 价 ， 
GD EnB 

(2) epif 是 X XR PHAR 

(3) domf EX PARAS 限制 在 dom/f LRABK.- 

证 明 è KELSE. 

定理 1.4. 2 RSA RMS E Fem NH 
FE ce X RX he ta] Al net) { {zd € 五] Coa, 2.8 

| lim a int f(s) z= I(x) 

证 明 “充分 性 ” ‘Hor E a, 则 存在 定向 列 
{Cesra d E D} Cepif, fir X nltra) = Cir). ATE 
给 5 © Dtrarra) € epi RM Mas) Sr MMA 

o FoS tim 1 inff (as) Ea limra =r 
于 是 (zyr) E epif, 即 证 epi YAR. 从 而 /为 z 下 半 连 续 的 ， 


«48+ 





“必要 性 ” Bex, E€ X,FERe > 0 RERI € D} 
Crea — xos h FET X 01) (ary FCT) — ©) > Crys flay) — E), 
WE (xo. fC xo) — ©) € epif ,epif 为 闭 集 , 故 存在 AE D, fo > 
© AGE, (ry,F,€a.) — O€ epif, Bp 
Fix) 一 人 < f(z) 
WE 
lim infy(zs) > Jro) 一 上 

He > 0 的 任意 性 可 im inf Ftze) > f Cto) | 

推论 1.4.1 设 f: Q Ry ARK, Bf fe s- 下 连续 
的 当 且 仅 当 下 是 w- 下 半 连 续 的 . l ' 

证 明 fk Mazur 定理 , 凸 集 spi 是 强 闭 的 当日 仅 当 它 是 
弱 闭 的 ,应 用 定理 1. 4. 2 BE - 

定义 1343 设 六 下 -> 丽 为 广义 实 荔 数 , 称 由 下 式 定义 
MM SX" >» RS AR BR - 

fr) =sup{<i rr Fr) rE X), 
a EX‘) 

FF TE AR AA a F.: 

(D G@f<ceM Sf Se; 

D FLHACK HRA, wD 

fæl 7Sa 
+ co,r¢ A 

Ry Sta) = supi rta >,z € A} = o(x", AGS 
alz" A) MEN L4 4). 





定理 1.4.3 设 /: 和 一 页 为 西 下 半 连 续 函 数 , 则 
F(a) = sup{g(z) gir) =< r'r >- ae Ae sf} 
证 明 D 首先 证 明 存 在 具有 形式 g(x) =< r'e > 
一 “的 实 函 数 使 得 E < S. l 
当 了 三 十 ce 由 ,是 显然 的 . 假设 存在 zo E X ETE 
oo. Wro € Roro < f (te) Wl aera) E epiff. REL 4.1 
”定理 1.4.2,epif HAR. AK BER, FEA) 
EX XR, Raq > 0 HEB) EC epi 有 
Kg x > $ Ar aDSL xf pay > + here (1.4. 1) 
$e Bi sh MF Co Cto) E epis RERE ASCO > Arh 


于 Flt) > ros BH to > 0. 取 r(x) = x < 
+), AO. 4.1) 易 证 & SS. ` 

O FERME? EX Bri <a) FERRER 
E) Ea" e DH oR. MB ep > r AE. 

由 于 (zism) epif, 同 (1) 依 凸 集 分 离 定理 知 存在 PE R 
及 (zx? A) EX x R, 使 任 给 (ryr) E epif ,有 
Tr rr (1.4.2), 

HEAR (n) X [f + o) C epif MRE A = 0. K 
1.4.2 4A aan 


iz) > -Ari >A (1.4. 3) 


yA, = 0 时 ;有 
Saf. ee PD < af a, (TE dom) (1.4.4) 





Bee = gilo tH kRAS Arr chk SO Meo 
Fah AEREAS OREA = 0,981. 4. 2),(1. 4.4) 总 存在 
充分 大 的 上 0, 使 得 g(x1) >r 

HAON) RNE. 

定理 1.4.4 Re: XRT EERE f° ARBA 
RSX > R EE . 

F(x) = sup(< rr f(r) E X*) 

w 
a f(a) = fa 

证 明 E/S oo, RR So" 一 一 ,从 而 
fF? *(z) 一 十 co = f(x). 

设 至 少 存在 一 me EX, 使 f(x) < 十 co， MES r E€ 
X? fort) >— 0c. HFE r EX AER BARR 
RUT) =L artt > as f(a) 当 且 人 忆 当 和 任 给 eX A 

ae" D> as f(x) (1.4.5) 
而 (1.4. 5) 等 价 于 supf< zz>> 一 f(z),z E X) La HA 
说 存在 x’ an Sa, FB 
f(x) = super) =z" D> ag Sf} 
| ene EX}: 
= fr 

EM 1.4.4 wack, 称 由 下 式 定义 的 广义 实 函数 
aA) X +R HAWKER: 
sup{ < z* >s E ALAA 


otx* A) -| 
— oo,A = prl 


+ =» 


CO 


(x € X`) 

定理 1. 4.5 ”支撑 函数 有 如 下 性 质 

(1) a€z2*, A) =—ol(r' co AD, ACK, 

(2) a(x" A+ B) = ola A) Hola B), A, BCX, 
《3) o(2" AA) = a(x" AVA CX ABO, 
证 明 WEXNER. 
定理 14.6 BAEP, Mjo ,4) 有 如 下 性 质 
(1) “正章 次 性 ; 妓 尾 给 4 守 0,a(lz ,A) = oz A); 
(2) o(2*,A) EX 上 的 凸 函 数 ; 

(3) o(2",A) EX" 上 的 w"- F EREM. 

和 证明 《〈1),(2) BA. TED 成 立 . 性 取 

{ef rE D} C epi(e(2" ,A)) 
(a(X* ,KY MTT yy) — Crt ary) 
由 于 任 给 5 € DD, Cad urs) E epilat, AD, Br > 


alri A). 依 支 撑 消 数 定 义 , 对 于 xo 及 ts 之 0; 存 在 x EE 4, 使 
得 


O GA) EKL r a (1.4.6) 
因为 人 Co ay 一 20， 故 有 
< rir >= lim < zy > lim info(rj Ad 

“ED eD 


< lmr, = rg (1.4.7) 
ED oS 


Hii. 4.6).¢1.4.7) Be > 0 AEM ola) A) ra BD 
(2g ero} € epi(e(a* Ad), ee epilar” AD WX" xX RE 


olX* XX) X n 闭 集 ;从 而 olz' ,4) E w- 下 半 连 续 的 ， 


1 


er a ee oe 


定理 1.47 任 答 4 和 PCX), 有 
A= N rE X, Zr r >< e2",A)} 
s'ex" 


证 明 # B= n {之 在 X, < 


z"ENX' 


Bre AMA r E Xt, r'e >S A rE 
BAMMR ACB. Erg ARAA AEPA Akn N 
定理 ,存在 xz* EX Bo A) Lr aa E B, 
AMA ADB ` | 

推论 1.4.1 0) RABE PAX) AACE YAR 
MEH rt € 天 "ak A) Sax" ,B)s 

i2) Here Xir=04ERH <2" >= 02", 
€X"); 

(3) 投 4,B8,C € Py f(X). BAT B= A+C, We = 
C. 

WR WEM 1-. 4. 7 易 证 (1)、 DRE. 

(3) BAAB EPAX Bole" A ala" ,B) 及 
alz" ,C) MAM. 依 定 理 1.4.5C2), 任 给 x" 七 和 ,有 
ota" ,B)= or A + B) 一 oz A) 

= or ,A+C) — or' ,A) 
= gr CY 
故 依 定理 1. 4.7;8 = 二 CC. 
定 更 1.4.8 fe PCr"): X" RHEA w- FE 
RRR WEE A E PX IER E X, 
a(z*,A) = Gx") 


+536 





证明 ka= fh. (Ex, <ar" 1 PSH") A 


z tex" 
RA E Pj(X), 由 于 
op Cx) = sup{<t rr rr" © X*}, 
- 以 区 zy 的 正 齐 次 性 
gt Ca) = supl< 227 2 > lax"), 22" © X) 
= g(r) 
Be Pe (x) = 0 Boo. AAS (x) = 9 当 且 仅 当 任 给 = E x" 
1 
T arr > pax") 
BA = (2 € X pa) = 0}, Mea) 为 4 的 示 性 函数 . 依 
RRR A 
o(a*,A)= sup{<_r* .z rE A} 
= supi t" ar > p i,r € X} 
= p" " (2) 

所 以 相 定 理 1.44 知 ox A) = Or’). 

SEH 1.4.9 BAEP lA) 为 其 支撑 函数 ; 则 

(1) BAS Py AX, MEM af ,zy E XL 

laa? A) — o(27,A)|< rr — az il + Al 
特别 地 ,sz( ,4) EX 上 的 强 连续 函数 . 

《2) BAE Pa O Aol? D EK Em, 
Se BE. 

《3) AE PX), 则 ol' ,4) 是 三 + ow’ ESR 


”5 


or 


Lh Fy ee mI ee 


rr 


证 明 (D 不 芒 设 zy A) > olz? A). FER e > 0.4K 


“支撑 函数 的 定义 ,存在 = CAE at x > olay ,4) 一 


E 但 由于 <a sr >< o(a7 A), Ait 
ort ,A) — o(af A) Sat 一 好 十 上 
AAR 
ja(ay A) — tr? A) S| af —2ztom >] +e 
< far-—a2f +a +e 
< llaf—a7 |} + | Al +e 
人 
.类似 于 (1)， FER afc? © X" 
oes 3A} — e(z}.A)| < | sup < zr 一 这 Dr 
&K =co{ar,|4| CA}, WE K AS ROBBER. WHF A 
CK WA 
Iori — (23 A)| S| sup < arr — az .z> | 
由 于 ”上 的 Mackey HIREA ROHR ba 
的 拓扑 , 故 知 结论 成 立 ， 
(3) ”由 于 区 ”上 的 ow” FERRE RE ee ah 
Sith (KS BAR EM Bie . 
推论 1.42 BAC PLAX) BE P(X), WME on 
21} Wy X* p Mackey Hath (XX) 意义 的 稠密 子 集 , 则 4 
CBM AMES n > 1,0(2! A) < oC; BD. 
WAR ”综合 定理 1. 4.902), MEE 1.4.11) 易 得 . 
定理 1.4.18 ir CX aE R, A= (er OX, <x, 


a 5* 








Ds a}, Bi 


Ras x” = kr woe 
ol". = | 车 a 
+o RE 
证 阴 首先 易 证 
kas 基 xz" = kes k0 
(at, A) = | Pir i 
十 oo, 其 它 


EX 上 正 齐 次 岂 " - 下 半 连 续 的 凸 函数 ,再 依 定理 1.4.8 易 
E. 
定理 1.4.11， 设 4,BE Pw.(X), 则 


CAB = sup {joiz A) — o(2* ,B)|} 
te" fe 


证 有明 iBA B) = sup {(lo(x* yA) 一 oz ,B)]}. 


le" [se 


FINIE EH e> 0,0(A,B) Se 4A IV O(A,B) Se, 
依 支撑 函数 的 正 齐 次 性 知 = > 0,0(A,B) Se 等 价 于 
locr" A) — a(x" B| < || x* ert E XYXI.4.8) 
fA ix? 外 一 supf< a>, |x|) 1} = o(r* 500,19), 
KCL. 4. 8) 等 价 于 对 任意 x EXA 
[alet A) 一 az ,BE eax’ S,1) (1.4.9) 
依 定 理 1. 4. 5(2) 及 推论 1.4. 1, (1.4.9) 等 价 于 任 给 = > 0， 
` ACB +e30,1) BBCA+ eS€0,1) (1. 4. 10) 
再 依 定理 1. 2. 5 ,综合 (1.4.8) 一 (1.4.10) AHER e> Og ， 
0(A,B) SeT AA, BD Ee (4.4.11) 
HCI. 4.11) 易 知 6(A,B) = A,B). 
推论 1.4.3 HABE PCX), M 


Sh. 





6,(A,B) = max(0, sup lale", B) 一 olr" ,A))) 
jar’ St 
AB) = max(0, sup olr", A) — alr", B))) 


la’ Es 
证 明 (ML TEATS. AIP SRT. | 


首先 令 max(0, i SEP 《Go 1B) 一 a(x’ ,A)}) = CA, B). 
xt l1 . ' 


如 果 BCA MRE IL. 2 5 RHEA ACAB) 一 0, 且 由 

PEHEA x* © OX" ta allt, B) — olr" A) 0. 

ECA, B) = 6,(A,B) = 0. Ah, RB B N A E A UR 

DRIBLE EX", |x" || Kl Boe, 

B) — alri A) > 0. Al oa’ : 
sup (olr, B} — alr", A) > 0 


qa” a 
所 以 (A,B) = sup (Gz B) 一 okz* ,A)), 接 下 去 的 证 
明 与 定理 1. 4. 11 ZEAR- 
推论 1.4.4 设 {4,B8,C,D) C Pae (X). W 
SA + BC +D) KAA, O + B,D) 

证 明 ” 依 定 理 1.4.11 易 证 . 

JEM 1.4.5 RACK AFERE E, MRE e> 0, 
FES > 0, 使 得 1z — 2, | COM FAs E 下 ,有 

la (ay 一 a) | <e- 

记 H = (p: X 一 玉 ,9 是 正 齐 次 的 , 且 任 给 等 度 连 续 的 集 
@KOX' pM K LER AAR) H, = (pe Hoe BE 
BY we" - FBR. 

EH 1.4.12 EH be LIK. RRR ERI: 


oye 








(B+ Adir") = alrt) + pir") 
(Ag) Ca") = Agta”) 
fel = supii, iz | <1) 
i) H $ Banach 空间 ， . 
WRA EH 为 一 赋 范 线性 空间 , FEH 关于 上 述 范 
数 完备 . LS (pn 1) CH X Cauchy 列 , 令 
rt) 一 limg,(a* ) 
(x CX". Eleti <1 E—Ra DP. Wor) BR 
是 正 齐 次 的 - NFER SRRRBRA CK’ ,由 于 等 度 连续 集 
ERAN HJ. A 
sup{ jarjar" € K} 


=sup{ | x” |l IxT pi T” E K} 


<= |X | supin, r | <1} a 
Ax") EK HER- HT zr 7 EK, 


IKE — pap} <| at “ree ~ far] 


+p 


所 以 pa ) 在 天 上 强 连 续 ， 因此 ,PE H, ANT R A Banach 2 
E. 
定理 1.4 13 H, yH HADE, L PaO, A H, 的 
映射 
i(A) = oU, A), A E Py CX) 


OO 





满足 
G) EPa CX) 一 Hy 是 一 一 的 映 上 的 
Q) A+B) = iA) +B); 
(3) EAA = ACA) ADO; 
QH) iC) SAP, CX) BY Hy ERARI - 
证 明 《1) 由 定理 1. 4. 6、 定 理 1.4.8 即 知 六-) 是 一 一 的 
BEAY- (2).(3) 由 定理 1.4. 5 BHE. 
(4) FAB ABE Py.(X), 依 定理 1.4.11 有 
lA, B) = pp. ae +A) — air", B) | 
= CA) — iB) | (1. 4.12) 
所 以 i:Ps(X) 一 H, RRM, MMAR -. 
最 后 证 明理 , ZH MADE, BREAD. RR 
{EAn = 1} C H, X Cauchy Fi, h C1. 4.12) BLA,» E L} 
IPX) Cauchy Fil, MRE A E POEA A) 
— 0, ATA iA € HL. AB 
|] A.) — iiA) |] — o 
Pil H, RAH. 


$1.5 超 空 间 上 的 收效 性 


A ILS Bl PAX) SRRWHSAARARHER . 
. JEM 1.5.1 BIA) CPAXD,AE PX). 
Cb filimd(A,, A), AU RKLA, Hausdorff He As 记 作 


59a 








A, +A vik (0) A, — A, 
(2) S4EBr > Oe > 0, 存 在 NN S 1 HBr N 
BAAN SO.) CA, +e A NION CA t+, UE 





(A, br HRB) 4, 记 作 A, >A. RGA, AL 
定 凡 15.2 B(A) CCP(X),AE P(X). 
1) Bat EE x s lima(x* sA) 一 xs. A). WR 


,} SUCHE 4, 记 作 A, A ,或 (wj4. -> A, 
《2) BEB x € X, limda, A.) = d(z,4), 则 称 


(A,) Wijsman AA 4A, 记 作 A, A, BRCWiis A, > A. 
O EANA ASAA, A WELA BOS A, 


记 作 A, tA, RGDA, > A. 、 

定理 1.5.1 PALA CPX), EDA, 一 4, 则 4 一 
A, . 

证 明 HOA, -~ 4, 依 定理 1, 2. 5(1) {ER e> 0, 存 在 
N32 l.finSNHACA+¢H A,CAt+e. 但 对 于 任 
@ro> 0, pe A AN SON CA BAN SO, nN CA, RM 
(A, > A 

定理 1.5.2 “ela, A) CPX) WDA -= A YAK 
Hidir, ADS 1} 在 x © X -— WHF d(x, A), Blim 
sup |d(x.A) — der, A)| = 0. 

证 明 ”由 定理 1. 2. 5(2) 即 可 证 明 . 





BO 


定理 1.5.3 设 {4,,4} CPAX) PAS: 
(1) WA 4 
(2) fERB ARERR CX {dir A nel) ÆrEKE 
RURKA dx A). 
证 明 “OSD” AAEE r > 0, (dC, An > 
1} 在 x ESO 上 一 致 收 化 到 d(xz,4). 不 失 一 般 性 ,可 设 > 
> d(0,A) AK r- 收 敏 的 定义 可 证 存在 N.S 1, 使 得 z SN, 
Bt | | 
so A NIONDE 
AN SU.) 4 2 
任 给 => 0,47 > 3r 十 OA. A OFEN > Ni， 


i$ n= N at. A 1300, CA, + s HANS@.NCA 


+. 任 给 ze SOn BRR ELAn > NSN, Bf 
必 有 

dl, A D & | az || + d€0,A,) < ar 
Ron € 4 使 得 1z ~ yl <de AD + F@> Dil 
E lz 二 lz 一 


<r + di, A) + $ 
E - 
< ar + <r 
{Fn > Nata, S007) CA++, WIE, E A fg 


"Hl 


得 | Fn — 2, I <$ A 

dr, AS |la—zhl < He ai + Eya et 

<< dir, AD) +e l 
AEn > N fdir A) < dlr A) +e Kr € S00,r) 
BERERA” = N 时 有 
l sup |d€x,A,} — dlr, A)| <E 
aér) 

从 而 (22 REE - 

“(2 =—(1)" fF > Or > 0, D AGE N & 1. fin 


>N mi sup |d(z,A) —d@. Ai <>. 任 给 ze AN 


$00.7), HF d(x, A) = 0, fe dlr, A) < an >N). 于 是 ， 
存在 x, © A, 使 得 
iz — a. < dir, A) + <e 
即 E A, + ©. nen >N 时 ， 
AN SM.n CA +e 

RAE nce NLA, 1 S00.r) CA+¢, BIKA DA, A. 

定理 15.4 BA, AL CPAX) BPP Pl pees 

(D mA 一 4 日 存在 上 > 1,4 Y, Ae 有 界 ; 

(2) OA 一 4, 且 A 有 界 . 

证 明 “(1 二 (2)” BEMA — ARAB > Oe > 
OFEN > N otn ce NAN SO) CA, + ©, 因此 
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A=UAN SQ. CC CUA +e 
ro nN, | 


即 4 有 界 . B 

ri > max( I Alf. ll YA fo 
I Se No RFA = AN S07.) HA, = A, N SO). HK 
r- WR EM RT FER © > 0, FE N SN, AB nS N, 
时 ,有 

A=Al)SU.r,) CA, te 

~=A, 1) S007) CAE 

PRL. COA, — A. 

“(2)=>(1)” BOA, > A, HERS LIGA, A. 
(A A AH. kh Hausdorif eA EL BEEN, > 1， 
使 得 iA AR. 

定理 1.5.5 HLA) Z Pyu X A E P(X), HOA, 

— A, J i 
| (wA,+ A 
WERA HEAri CX RRS RRANAAR SR. 4. 11 


有 
Jais ,A,) — otro A)| 





x x 
= . 0 A, a A 
bat l lega TA | 
<= E sup jale", A, > alr" A)| 
feels 
= xi | + 8C4,.A) 
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fA Flim dca, .Ad = 0, HiclimaC As AJ = ole" A) MWe 
得 证 . 

定理 1.5.6 iA T P(X BM PER KE 
P(X), fol" AD} FE K E-BOK) Cr", AD, MY 

(QA, > A 
证 明 WEAH 
iA, A) = sap oz „A,) — a(x’, A)| 

Eh Piz z ll <1} E PRA, 故 依 定理 条 件 可 得 
(2A, > A. | 

定理 1.5.7 PEA, A} C Pap X12, HOA, > A M] 

. (EA, >A 

ERR CODA, 一 4 由 定理 1.5.2 知 (wiis)4. 一 4. 而 
由 定理 1.5.5 知 (ao)4 一 4; 因此 有 (1)A, > A. 

定理 45.8 PHA AL È PAX, WEST 

(1) (DA, > A: 

(2) (A) ERREP OO JS), BE PA A- 

证 明 “41) 一 (2)” 仅 需 证 明 当 ”充分 大 时 ,任意 包含 4 
的 子 基本 开 集 也 包含 4, 任 给 开 集 G 生 并 使 得 4E 7.(G) , 取 
crEANGRe> 0, #BSGc0O< MMA CI (Gm 
> N) EAEN r" CX Rae REAC Her a), 
mja otx* A < a, {E h Flimo(a* „AD = oC" A), MATE 
T N 21, ġir > N olr AD Ce, BA, © HG’ a 

“(231)” 首先 证 明 Cwijs) 4, > A 和 任 给 XE Ked 


6 


0, g dix, A) = a, HF AN Sia +t OF O-.M AE 
I (S(a.a— E) ROO PPR EAA RITR TEN > 1, 
ii n> N 时 ,我 们 必然 有 4 E I. Saa +2), B A, N 
Sirsa + e) S.A Ed AD a H elm dlr, A) +e HE 
> 0 的 任意 性 可 得 
lim supd (x, A,) < d(x,A) 

另 一 方面 ,由 于 zE 4 时 有 dz A) 一 0, 而 d(x AD 
Om 之 1) ,从 而 必 有 lim infd(z,4.) > d(x, A). 因此 ,不 妨 设 
r A, a= dlix, A) fFROCe< a, Ml 


AtS) [A Sir,a — e) = Ø 
于 是 存在 非 零 的 xX" CX RAE R WER 
aa" , A+) <8 


<= inf {<< T" sy yy € SEX: E) } ' 
WHA € Ha, A), MAIKE 1 3.4 知 
d(x,A,) > a — E= dlr, A) — emn >N) 
ik e > 的 任意 性 可 得 
lim infa (x, A D) 2 diz, A) 

ee EPR. ER xe X fiAlimd(x,A,> 一 三 (网 

即 
(wijsA, > A 
R RIES IA, > A 若 © Xt 为 零 元 素 ， 
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a2" A), ox" A) n> DWE. Ree" EX 非 零 . > 
a= O(n" A) FEB E> OFAC H ate), Bk, 
FE N > 1,f8fhn SN HAE Hir at ©), Bote" A) 
Kolar, A) + eke > 0 的 任意 性 可 得 
lim supaCz rA) LE A) 
AA Bl FER e> 0. ARRA ELUTEE A, 
使 得 < e >>a-e AFAN SE p +.B 


REEN > 1, {ifn > NAN Sea 天 oO. 因 
此 对 于 和 任意 国定 的 * 之 入, 必 存 在 zx, © AL ,使 得 
i zl eT 
从 而 有 
a(x" A) ear, > 
二 
x 一 zr x 
> a — 2 
tke > 0 的 任意 性 可 知 
lim infe(z” ,A,) = ox" A) 
因此 ; 任 纵 zx a. G vlimo(z" rA) = alrt, A) BB (we) A, -> 
A, ` 
X153 A} CPX), je 
5- liminfA, = ir, FE x, € A, fic, + 2} 


2 6B: 


w- liminfA, = {x, 存 在 xz, € AL, fe (w)x, 一 了 
s-limsupA, = (2 {FHE te € Aug ECE > 2} 
w- limsupA, = (x, FEE tu € Agi ff Qo tg r} 
定理 1. 5.9 RELA) E POO ,以 下 性 质 成 立 
(1) s- liminf A, C wW- liminf A, Z w- limsupA,; 
(2) s- liminf A, Ts- limsupA, C w- limsupA,, 
证 明 REXER- 
定义 1.5.4 LA) CP,(X),A © PX), 
(> As liminf A, = s- lim sup A, = A, Wl # 
{A,}Kuratowski yl] A. ig +E i 
CKA, ~ A. 
(2) # u- Himinf4。 = w- limsupA, = A, BARK 
{A,}Mosco WAR A, THEMA, — A. 
G) Æ s liminfA, = w- limsupA, = A, B 称 
(A,}Kuratowski-Mosco WAR A, IEK. MDA, — A. 
定理 1.5-10 i{A,,4} CPX) CK. MA, A, W 
(KA, -> A BODA, -> A. 
证 明 FRE. 5 9 易 证 . 
定理 1.5.11 LAY CPX). Sil 
GD) s- limsupA, = QUAD, 
2) s liminfA, = a CU An) ， 


7 


其 中 H RRO 2e) WER) BH ae Ea 1. 
FE m, © 五 :使 得 m, > on. 

证 明 (DD 依 limsupa, fy a MMi z € s- limsupa, 34 A 

仅 当 任 给 > 之 1,z E VAR 
$- limsupA, = QU An). 

(2) 假设 x © s- liminfA,, MERI Entren E 4 使 得 
(a, > 2, 于 是 对 (1,2,…} MEBHR LA H Az, 一 
aim © H), Bibs € CU An) » tk 

s- liminfa, SN CU An): 

KOLA aE s liminfA4,, 依 定义 知 存在 ce 之 0, 使 得 任 给 
= 1, 存 在 mw Sn, Ad(z,A,,) > e RH = (mon 1). BA 
A H 使 有 为 11 ,2,…} 的 共 尼子 列 , 且 了 全 U An MMEA 

s- liminfA, DA) CU An) 
综合 上 述 论证 即 得 
s- liminfA, =f) € U An). 

推论 1.5.1 设 '4.) C PX), A E PX), W 

《1) s- limsupA,,s- lim inka, HAX EMR., 

(2) EA = A(n 1). ROA > A. l 

出 定理 1.5. 11 及 其 推论 可 以 看 到 集 列 的 强 上 .下 极限 具 
有 很 好 的 性 质 ,但 弱 上 、 下 极限 相对 来 说 就 差 一 些 , 下面 我 们 


= 站 和 





集中 讨论 弱 上 :下 极限 的 性 质 , 称 集 列 {4,} AAR ACER. 
ERAR 控制 , RAR H E Pw 多),《 相 应 地 ;GG E 
Pon (XDR E Pe (XO) fH nL 1A, C H ORR, A, CG, 
ACR. 显然 , 集 列 具有 有 界 控制 等 价 于 sup || A, | <+ oe. 
% X 为 自 反 Banach 空间 时 ,其 有 局 部 弱 紧 控 制 这 一 条 件 自 然 
WA TAAB RRA SUTRA RE - 

定理 1.5.12 BHA) 二 Pr(X), 令 7 = lim infd(0,4,), 

G) #w lim sup, £ Ø, Mjr <+ co; 

C2) #r<+o. AA) 具有 局 部 弱 紧 控制 , 则 - 

w- lim supA, ze, 

证 明 (DD 任 取 x E w- limsupA, # Ø FEE a © Aulk 
BD RR ez ch co). h TERAS SOR ATR K 
BER ACHE LAT Asup (O, An) <sup fx || <+ ce, 由 实 
数列 下 极限 的 性 质 易 知 + < sup d(0,4u <+ oo 

(2) Ert 00, WOMETE( Aw A> 1} ,使 supd (0, An) 
sr 十 1, 于 是 

Aa N Syn 十 1 DRE) 
Riz € Au N SOs 十 1) ,由 于 {4,) 具有 局 部 弱 紧 榨 制 , 则 存 
TER € Pig X) , 售 得 
(ene 1} CRA EO, + 1) EPa) 

HEFE (zu l) Clay kD 1) PR Ce zy > li > co), 
而 显然 有 © w lim supA, ,定理 得 证 ， 





定理 1.5.13 LA) CP,CX) AE PrtX), 若 任意 给 
geri 所 X- im supo(e* sA,} SS olz", A), Wi 
~ w- lim supA, C A. 
证 了 明 (Ee E w- lim sup, , FFE t € Au (hk 2 1)» 
得 (zz 一 了 从 而 任 给 字 " EE X 
< ax, >= lim n SUP < r'ar, > 


< lim supe(r* ,A,) Z or" ,A) 


awed 


则 z* € A, 定理 得 证 ， 
定理 1.5.14 iA) CPOO. ARBRE . 
(1) wim n supA, €E P,,,(%), HEA r EX, 
lim infotx" iA) A oT" yw- lim n supA, ? 

(2) uw- lira infA, £ Ø , Wiw- lim infA, ERX), H 

任 给 x EXA 
aLr" yw lim infA,) <= lim info lx" PP: W) 

证 明 TA) 具有 弱 紧 控制 , 则 存在 OE Pur. iE 
得 A C Gin 2 1). 

(1) 由 定理 1. 5. 12 知 w- lim supA, 天 Z. wR Esp 
Hii MAER RRC 上 是 可 度量 化 的 , 故 类 做 于 定理 
1.5. 11 的 证 明 可 知 

w- lim | supA, = Dele A) CG 
及 而 w- lim supA, € Pu OO fE r E X ,由 定理 假设 


?0 


lim supo(x" rA) i o€2" G) <tc 
现任 给 (akz AD 1} RRF foe” Ana) eS 
1), HEA, CG OSD KETE © Au EIo Ad =< 
zr, > (kh> 1). AA k Sl) CC, 故 存在 弱 收 生子 列 
(w) Ey ~ zli -> oO) ,XE w- lim supA,, 因 此 


lime ,Ay) 


= BE Sate 
=< r", r> 
= alr" w- lim sup4.) 
Hela", Ay). = 1} 的 任意 性 即 知 
lim supe lx" AD Z alr w- lim inf A,) 
(2) SOFC) 及 定理 1. 5. 11, 可 证 
w- lim infA, € Pu (X) 
任 给 z” E 站 ”对 于 任意 的 > 0, 存 在 ze € w- lim nfA, $E 
得 


a(x" w- lim infA,) 一 $ Kx > 


ss olr" ,w- lim infA,) 一 $ 
KA r" > 


<= OCT w- lim infA,) 
由 于 存在 Ly €E A 1), pE or, > ros RARE N > 1, fit 


-Fle 


— mæ. =- 一 一 -一 一 一 -一 





E 


L LŽ Ea 5 Karn >< a(2",A,) 


从 而 
a E K LË paa E aCe" 7A) 
了 是 有 lim infer’ A.) olr" yw- lim infA, ) —e,Ape> Off 
任意 性 即 得 
lim infe” „AD or w- lim infA,) 

21.5.15 {A} CP,(X). AC PRX) HIA) A 
有 弱 紧 控制 , 若 (w)4, — A, Ml] A = co(w-lim supA,) 

证 有 明 et EE XT ee 1.5. 14 知 

ale" +A) = lime(x’ , A) < or w- lim 1 supa, > 


Peers) 


从 而 A C Diw- lim 1 sup, ). 依 定 理 1 5. 13% 
w- lim supA, C A l 


Aes 


从 而 co lim 1 sup, JCA. 定理 得 证 . 


定理 1.5.16 IRA iB. CP. 均 具 有 局 部 弱 紧 
控制 ,im infd@(0,4,) < co, lim infd(0,8,) < co, 


atcllw- lim supA,) sch (ve lim sup, ) J 
S lim supå (A, Bu) 
证 朋 FPM sup8(4.,8.) <c. 由 定理 1.5.12 可 
以 证 得 w-lim sup, ,w-lim supB, HJER, SRE Pre (X), AE 
BA CR, B, CRS 1) * 对 于 任意 二 E lim sup, , FFE ts 


E Aa BEE Cw > eC o0), 则 sup || ya I < 90. 对 于 任意 
的 a> 1, 取 vu € Bu» ti 
l l ty VI | <8(Au Ba) 十 十 
则 sup |» || < co, Be = sup || ve i Du 
k=l ， k=l 
{y,} CTRA SO © PX) 
JADU FE FESS ME RFF Y) C {yi ,使 得 
(we) yy yy Ew- lim supB,. 
因此 恢 Banach 空间 中 范 数 的 弱 下 半 连 续 性 .有 
d(a,cl(w- lim supB,)) =< || x — y || 
<< lim inf || xu — yi l| <& lim supé(A,.B,) 
定理 1.5.17 RA) C PX) Re Re 
lim supd (x, A,) = dir, w- lim supA,),2 E X. 
证 明 ”不 妨 假 设 lim nidie, A,) < oo, MIKE 1. 5. 12 
AY LAGE w- lim supA, JEE. ERPE A) 之 1) 的 收敛 
FRJ Cr, Ay) 2k == 1} , 取 zy E 4 使 得 
1z 一 zi <de AD + 22D 


则 sup || z || == a < o0, ATH laok 1) CRN SO Sep 
R E Puu(X)， 使 得 4. E Roe D. A BREE S1) 
T lenk = 1), 使 得 


(way, -> £y € w- lim n supA, (i — co) 
AES FRERE 


+ Ta» 





imd zs) bm inf | z — zu h > le ~ a 
Be d(x ,w- lim supA, } 

HP Pdr, Ay) se > 1) ERE RT UES ICA - 

定理 1.5.18 RHA) C Paix). a} 

Oò w- lim supa, = U Cw- lim sup (A, N SW, p))) 

(2) ”车 进 一 步 {4,} SASS ER a. 

w- lim supA, =U N che (An NM Sco.py) 
notes pot] ae 

其 中 cl a oth RM FRA . 

EM D 显然 有 有 边 包 含 于 左边 . 任 给 < € w 
lim supa,» FFE z; € Auk > D ,使 (wz 2, ARETE 
的 性 质 可 以 证 明知 sup a, 二 a 之 oo. RP WKF oR IER 
Hr. FER è = Lit € Ay 门 Sro) Mit 

x E w- lim sup (A, (1 Fr) 

所 以 左边 包含 于 右边 . 

(2) 根据 1), 仅 项 证 明 对 于 任意 PP 宕 1. 

w- lim sup(A, N50,p)) = a CU (A, O S(O, p99) 
但 恢 假 设 知 存在 ROS Pur (X), A, E Ron > ,因此 A 
N TOD CRN S0.p) E Pu (X) (nD 1). HE SGM 
HERRERAN St0,p) ERO RMI. MA ee 
1.5.11 可 证 . 

推论 15.2 RA) C PAX) xX” ARS Hy 

w- lim supA, 一 总 N clu y (A, N SOAN 





证 明 SX" 是 可 分 的 ,由 Banach 2 ly AE 
th BAW de S(O. p)(p 之 D 上 是 可 度量 化 的 , KR 
1. 5.18€2) 可 证 ， 

CE] 定理 1.5.18 的 证 明 中 主要 用 到 了 弱 收 倒序 列 必 
强 有 界 这 一 结论 以 及 集 列 弱 上 极限 的 表达 式 . 因此 ,对 于 集 
列 的 弱 下 极限 , 集 列 的 强 上 、 下 极限 ,相应 的 结果 同样 成 立 . 

下 面 ,我 们 讨论 集 列 的 Kuratowski Bibs FER LM 
AZAHAR- 

E1 5.19 B(A) CPX) (8)A, > A, MKA, — 
A. 着 进一步 [A] C PAX), MK. MOA, — A. 

证 明 iee A, AEA n> 1, 存在 zx,€ A,, 使 得 


lz- z | <a ay+t 


Hi Flimd(A,,A) = 0, {RE 1. 5. 2 Allim tr, A) 一 0, 从 而 
(sa, > xe PRV © © s- liminiA, . BAA 
AC s- liminfA, | (1.5.1) 
Hix © s- limsupA, , BIFE (an te © Au BAB Zu > 
z AADA — A, HERA se > 0, 存 在 N > 1. hig SN 
BA A, CA + eth © A+ cle > 0), fe HEREA 
€ 4, 从 而 有 
s- limsupA, CA . (4.5.2) 
车 进一步 14,) CPX). WR ER 1. 2.8,A © Py CX). 
根据 弱 拓 扑 的 性 质 ,{4.} ,A 均 为 弱 闭 集 , 但 由 于 
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etA= ize X, dlr, A) Se} E P,,(X) 
AT BESAR PETHE £ € w- lim sup, Mr € A, Bh 
w- lim sup A, “A (1.5.3) 


Rois 


ae (1.5.1). 1.5.2), 1.5.3) KEW 1.5.9 即 证 定理 成 
UE: 

LE] 事实 上 定理 1.5. 19 PRR CODA, > A” 可 进 一 
BIAS GOA, > A”, 用 完全 类 似 的 方法 可 证 结论 依然 成 
Ww. 

定理 1.5.20 4A) CPX). AE PX), wis) A, 
+ A,B KA, — A. 

HERR {E xe E A, hF d(x, A) 一 0, 故 由 (wwijs)4 > 
A. Hl 

limd(x,A,) = d(z,A) = 
对 于 任意 的 ”之 1, 取 2E A. ie 
| = 一 sil <= diz,A D +4 


MAD, > x, Mic E s- lim mfA,. 因此 ， 
AC s- lim infA, 
rE- lim supA, 依 定义 存在 aE Au D, Or 
一 工 ( 才 一 co) 从 而 
lim supd(x, Ay) = 0 
则 有 
dlr, A) = mad (z,A,} = limd(z,A,e) = 0 
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ANS € A. 因此 ,s- lim inka, C A. 定理 得 证 ， 
定理 1.5.21 RIA) C PrCX), 具 有 局 部 弱 紧 控制 ,4 
E PX), EK. MDA, > A, Uwis A, > A, 
证 明 {Ei r E X ERL 5.17 知 
lim infd ir, A 2 d(x, w- lim n supa, } 


A 


另 一 方面 ; 任 给 y Es lim inlA, ,存在 > E Ain 1), fE 
Gy 一 y. MTT 
lim supd (z, A ) < lim f £ = yi = He a 
Ky €E s- lim infA, 的 任意 性 可 得 
lim ! Supd (£, An) dT- lim iniA, 


但 由 于 《天 ， MDA, — A,B) w- lim supa, = 3- lim infA, =A 


此 
lim infd(2,A,) 2 lim supd(z,A,). 


Hoe, 


从 而 知 
“lima tr, A,) = d(z,A,) 


= dlr, w- lim supA,) 
= cd {r,s- lim inf A.) 
= dlx, A) 
于 是 (wijs)4, 一 A. 
[ 注 1] 定理 1.5.21 中 * 具 有 局 部 弱 紧 控制 ”这 一 条 件 
一 般 不 能 去 掉 , 请 参阅 定理 1. 5. 24， 
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Tye 2] pp EH l 5. 2] 的 证 明 可 以 看 出 , 任 给 14.) CO 
PCX), 必 有 lim supd(z,A,) < dlrs- lim infA,) (£ E X). 

定理 1.5.22 RAA CPAX). BARBERA. 
(ADA, > A, MC A, — A 

证 骨 ”由 定理 1.5.14 iE- 

例 1.5.1 (D 考 虚 R* 上 的 闭 凸 集 列 

二 0} 
WAKA, > (e, y) r < ly ERR} ,但 是 
CWA, — {ryt 2S 0}, 

《2) ”考虑 已 中 的 单 点 集 列 4. = ie) A= {0}, Hep le,, 
PU 为 上 的 标准 基 ,0 为 中 零 向 量 , AF RAR 
Banach 空间 ,而 || 4.1 = io S DAUA A) 具有 弱 紧 控 
制 ,显然 有 (ww)4. — A 但 由 于 inf |en — e 一 YZ > 0M 
而 s- lim inf4. 不 存在 ,于 是 不 可 能 有 (K. MDA, 一 A. 

例 1. 5.1 的 两 个 例子 ,表明 在 一 般 的 情形 下 集 列 的 弱 收 
做 推 不 出 集 列 的 Kuratowski 型 收 敏 ,为 了 得 到 肯定 性 的 结 
论 , 必 须 对 集 列 的 支撑 函数 族 加 一 定 条 件 , 这 一 内 容 将 放 在 本 
节 最 后 讨论 ， 

定理 工 5.23 WA, ACPO BR PREP: 

(1) CJA — A; 

(2) Cw) A, — A, ACK IA, — A; 

(3) CK. MIA, — A. 

RCL) (203). 车 进步 {4,,4} 具有 弱 紧 控制 , 则 三 个 命 


a 7R- 


Pe 


mis tr - - . 

EA “(1) 二 (2)” 根 据 J RE BEE. 5 20 易 
证 . 

“(2)=>(3)" (WA, > A, HIKA, 一 人 44, 依 定理 1.5.13 
知 

-w lim supA, CA 
而 由 Kuratowski Bray te & H 
A= s- lim infA, = ş- lim sup Cc w- lim supA, 

HHK. M)A, > A. 

1A, 4) 具有 弱 紧 控制 ,我 们 仅 需 证 明 

“(3)=>(1D” 车 (K.M)A, 一 A, 则 由 定理 1.5.21 知 
(wijs)4, 一 4, 由 定理 1. 5- 10, 定 理 1.5. 22 可 知 (w)A, -> A, 
所 以 (Ja 一 4 

从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 , 集 列 的 Hausdorff 收 伍 蕴涵 着 其 
它 各 种 收 般 ;Kuratowski-Mosco 4 A  Kuratowski pr at 

及 Mosco 收 伍 ,并 有 在 一 定 条 件 下 它 还 蕴 凶 着 Kuratowski 收 

AFF. 为 了 得 到 各 种 收 伍 间 更 为 细致 的 蕴涵 关 系 (或 相反 
HARER) 必须 要 求 Banach 空间 本 身 有 更 好 的 性 质 ,而 这 
样 做 的 朵 时 , 也 就 用 集 列 收 敏 的 关系 给 出 了 Banach 空间 特征 
的 刻 划 . 下 面 我 们 讨论 这 一 问题 ， 

定理 1.5.24 2 X 4 Banach 空间 , 则 下 列 命 题 等 价 

(1》 互 是 自 反 的 ; 

(2) EALA C PeX CK. MDA, > A, M 
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Cwijs} A, 一 A. 

WA “DS” 由 于 自 反 Banach 空间 中 任意 闭 凸 
集 列 均 有 局 部 弱 紧 控制 , 依 定理 1. 5. 21 知 (2) 成 立 . 

“(OD)” MEER BiA PERAR Aree X, 
lel =1. 4K =S0,1) NS, j AF DCK, 
OK PERRO X 的 非 自 反 性 ), 因 此 存在 点 列 {x,} C 
,使 得 (x,} RAR A. A= {0}. . 

A, = {£ € X, r = ar, 0S aS 1} = c0l0,2,} 

W {A.A} CPX). (ER y E w- lim sup4,, 存 在 wm = aC FM 
RATA). 车 4 二 0, 则 yy 一 0€ A, E a0, ORA wu 


二 ,而 这 是 不 可 能 的 (因为 {z,) EBRD. 


因此 . | 
w- lim supA, T A, (K + M)A,+ A 


(RE WHER > dle) < r 2, <p de, 
A). = zl 一 1, 因 此 不 可 能 有 (wisy4. > A, 902) 所 给 条 
件 矛 盾 , 则 假设 不 成 立 , 故 X 是 自 反 的 Banach 空间 . 


定理 1.5.25 BHAA) C PeX), PES 
(1) dimX < æ; 


(2) (A, =— A 当 目 权 当 (KK, MIA, — A. 
证 明 “D=” HX OA BRE. OR BB 
等 价 , 从 而 w- lim supa, = s- lim sup4,, 于 是 依 定义 易 知 


-50e 





(K. MA, > A ‘4A YCK)A, > A 
FECA, > A KEM 1.5. 19K. MDA, A. 
UK. MYA, > A. MKA, — A, FRE 4 iE 
ARCO) A,» A. BA A He)» Pe FFE A BR RR zs 


zn) 及 ED 使 得 各 CUS, ©. 因为 
s- lim supA, C ACs- lim infA, 


iti <x, € A, RE r E Au tS)? — 2, DEEE Ni 
> 1, fn DS Ni ft. ja — 2 | Se. MTE a € A, tele > 
N,). BUN = max(N,,1<i<im), Nyn NR, 
. {Epo Tin} CA, +e 
于 是 
AC ÜS Cae) 


=Ü HSO CA Fete 


= A, + 2e © RD 

另 一 方面 对 于 任 给 = > 0, A AEE m Rr > 0, 使 
n in, ht A CS0,7),4, C 500.7). 候 设 存在 子 烈 { A. i> 
1} ,使 得 

AME+ A ¥ SESH 

Rox, € ANC + A ,由 于 {ww = 1} C 800.7), i S00,r), 
AEB BPEL ATION (ent SD Oe > 25H 
mi x € mA, = A. 但 由 于 (zi 之 1) KRE da, A) = 


8l- 





limd Cry ;Tintte + A) MPEP. 这 就 是 说 任 
Be > 0,57 TE ny 2S 0, {Ë n > a RH, 
A,cCA+e (1.5.5) 

由 (1. 5. 4), CL. 5. 5) WOA, > A. 

“(2)=>(1)” MRES. Bi dim = © WP Rae 
Eite- . 

{i) #r= ita, 0 la| 之 oo} 不 与 于 的 任何 
子 空间 和 握 构 , 则 依 Rosenthal 定理 ,和 中 任意 有 界 序 列 均 有 一 
35 Cauchy 序列 

iz) WX pe RPA. la.) S1GS)D ARAM 
RFI MOAB | za — ay || > cole Fn). fE Rosenthal 
EE (r) A Cauchy FAM (zu). So. = ta — May (AF), 
划 易 知 {y.) BMH OA In moa el. 记 . 

K, = {aysa € [0,1]} = [ol]y GSD 
(K,) C PeX). FERK. MK, — 0) ,但 不 可 能 有 
(AK, {0} | 
a € w- lmsupK,, WW RFE ays < Kan € (0, 1 ,使 得 
(ways. cs Ba” E X* 时 有 
lim < x" sE — yy >= 0 
HAT a ELLES D, ya A <z c= Cx" 
EX‘) AN r= 0, 于 是 有 

| w-limeupK, C {0} 15.6) 


$25 





另 一 方面 , 取 z = yo th Fwy, 0, AT sup ily < 
co, fre (sda, — 0, FË 
{0} T s- liminfK, (1.5.7) 
所 以 CK. M)K,— (0). (AE, AOCK,. (0}) = supi || x || 2 € 
Kà = lly, > & RAR ABA OK, 一 10}. 这 样 ,就 得 
PLAX) EAR K,) ACK. MOK, — {0} ,但 (YK, (0} 
不 成 立 ,这 与 (2) FG TTR aL 
GD) Gl ox pk-TSnwy. ew 

K, = læna € [0,1 }} (aS 

其 中 表示 第 TIRES N 
S{K,.{0}) = 1 (nei). 

即 不 可 能 有 (5 人) 天。 一 10 下 证 (RK. MOK, — (0}. 

Hx € w- lim supK, WE cua E Ka fila ay > 2. 
WR El 的 第 ; AEA ED RIED FOUR co). 但 
iF fa = ada EP a E lm 
GO fF my 
1 i=”, 

HE 二 0 CRD Ma = F968) = 0. 于 是 
. w- limsupK, C {0} 


ay =: 


由 于 (Gs) Le, — 0; 所 以 
{0} CT s- liminfK, 
MICK. MK, > K = {0}. 
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A LAP Be BX Rss ay I A SRB AE 
凸 集 列 使 得 它 Kuratouski-Mosco 收 敏 ,但 不 Hausdorff ia, 
这 与 (2) 矛盾 ,从 而 也 导致 假设 不 成 立 . 

综合 GD Gi) 知 车 (2) Ra MX 不 可 能 是 无 穷 维 的 , 即 
dimX < co, 

Xe SL1.5.5 Banach #3 a) X #4 Schur 空间 ， 如 果 关 中 序 
FA SS BS AEB GBB 等 价 . 

FEB 1.5.26 设 X 为 Banach 空间 ， 则 下 列 命 感 等 价 

(1) X #* Schur 空间 ; 

《2) X RDRAM RA SF 

《3) WP PLO 中 本 一 和 集 烈 14,}, 有 有 

tw- limsupA, © s- limsupA,; l 
(4) HTPR 中 任意 Kurarowski KRESLA, bs ,有 
w- limsupA, Zs- = limsupA,; 

(5) RPP PODO HERRIA) AKOA, > A, W 
(K. MA, 4. 

HERR “CA = 0297.“ 4)” R OWO 与 (5) 等 价 ” 是 
显然 的 ， 

EDS? 假设 存在 序列 !z.) COX, (xa) SCR A 
不 强 收 敏 , 则 存在 & > O RFP ee) ES k Lk 
Ry 

Il ta — Lee I] > 


{Xia SBIR TEAR SB A YF) ATES WR ' 这 与 (2) 矛盾 - 因而 


«Rds 


BREN ay 


TT 





很 设 不 成 立 , 即 X 为 Schur 空间 . 

*(2)=—(3)" iA} CP.CX) E w- limsup, , MAF 
E ita? C X, FEB coy E Auk E 1) Away mo, REC), 
{zm} FETE CRF AOE (cub) 使 得 (3)zxw > 所 


Bir € s- limsapA,, 夫 而 (3) 得 证 ， 


“WSO” BED 不 成 立 , 即 存 在 {zx,} 仁 六, 使 得 
(wx, 一 并 但 {z PARR. Hee E Xz} it 
. K, = colze n 1} 
下 面 我 们 证 明 (K)K. > (2). 

HERR Iz} Cs limsupX,. AAI yy & s- Timsup 天 ， 则 必然 存 
在 (ym) 使 得 yw E€ Ka Oya y EK, 的 构造 可 知 任 给 


31 AEA © [0,1], 使 得 yw = Ae + O — Ada 现在 我 们 


Be Aah 为 {Ag} BY — “MRF Fl lim A, =A. WEA 0) 


Ta = FA) Om 一 Ad > EG 


这 与 1z,) 无 强 收敛 子 列 的 假设 矛盾 , 故 一 1, 故 y 一 limyw = 
z, HE s- lim supK, C {z}. PECOK, — (2). 由 命题 (4) 成 
立 可 知 





(y— asp eX 


tw- lim supK,„ T s- tim supK,„ = {z} 
{B z, € K, > D Aw)z, mOn 
. z Ew- lim supă, 
FRUL 2 = z RA e E XN) FARRAR BK 成 
ivan 


(2 RS a 





推论 1.5.3 BX AAR AY Banach 空间 , 则 下 列 陈 述 等 
tr 
l Q) dimX < co; 


(2) 对 于 Pue(X) 中 任意 集 烈 {4.)， EWA > A, mo 


€K. MYA, > A. 
证 明 ”由 于 自 反 的 Schur 空间 是 有 限 维 的 , 故 证 明 是 显 
RB. 
15.27 We 为 PiCX) 上 的 某 种 意义 下 的 收 敏 , 且 
满足 
GQ) Ofe) 一 {2} HARIO 2.2, € Xn l; 
(D ÆA) C PUK) BOA, — A 


AEP), ÜA. € PX); 

(3) EAA) CPCYD, HOA, >A, Wc) A,» Ay 若 

(co) A, > A, MICKA, > A. 
”那么 对 于 Pi(X) 中 任意 集 列 {4.) (OA, 一 4 当 且 仅 当 

(0A, — A. . 

证 明 ”用 反 证 法 .假设 存在 集 列 {4,) C PCX) ,使 得 
oO4 -> AMADA, 一 A 不成立 , 则 只 可 能 出 现下 列 两 种 情 
Hs. 

(a) 存在 sa > 0 RAS 的 子 列 (4w} GAB 1 不 可 能 
有 | 

Ay CATs, 

或 者 


E Er i E 


(b) FE eg > 0 RIA RFI An EARS > 1 不 可 能 
有 
AC A, + E 


AHA E POO. REE APH ART A a1 tyr :使 
得 
ACUS) 
(EHUB KDA, > A, BLA Cs limA, BES 2: © 4, 必 存在 
{aiP} 2c E 4 使 得 C)z 一 2), BEATE EER n). tE 
fin > nle) 时 ,有 


dt AYRG GKN) 


PETAS GF) CA + GSN) BDAC A, +e 所 以 
tA Cb) 不 可 能 出 现 . 

假设 情形 (a) 成 立 , 则 存在 {x4} ,使 得 中 六 Loa, © An dE 
nE 4 十 ABRO r Fle CUA 由 于 zx A 
Hak SD Ret A+ a, MME oF 4, 但 这 与 假设 
(KA, — A FA BT RETR DA TT EEE - 


定理 1.$.28 RAL) CROO. A TAES OT 
(1) (8A, > A; 


(2) (K)A, > A, HA € PAX) YU A, € PXY. 
t=1 


证 明 “(1) 二 (2)” AAA, > A AR AR ERE l. 2.10 
MIA EPX) FREE 1.5.19 CK) A, 一 A. fk Hausdorff 收 
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SANE AER ec > 0 FEN Sl. fin eS lit, 
A,C Ate 
依 A 的 紧 性 可 以 证 明 避 4, 是 完全 有 界 的 ,从 而 是 紧 的 ， 

“(>)” 在 定理 1.5.27 PRR 为 
Kurotowski 收 化 ,由 于 (2) 成 立 , 可 以 验证 此 处 的 Kurotowski 
收 繁 满足 定理 1. 5. 27 的 三 个 条 件 ,故人 3)4. > A 

在 本 节 的 最 后 ,我 们 给 出 有 限 维 空间 中 闭 集 列 收 化 更 细 
致 的 结果 . U PEX AA RE Banach 空间 . 由 于 有 限 维 空 
间 中 强 收 敛 与 弱 收 伊 等 从 ,因此 在 后 苔 报 述 中 我 们 略 去 定义 
1.5.3 中 极限 号 前 的 sw): 

定理 1.5.29 WA.) CPX). 则 下 列 命题 等 价 

(2) {EKE PX) ,存在 N 1,88 

A N Sire) = BSN); 
(3) BCE XX,e 之 0, 存在 NN 宇 1, 使 得 
A, N Sire) = SN). 

WER “=a 用 反 证 法 . 假设 存在 六 € Pi(X) 
AETERNA ASI) C{A > 1) PRANK A ORS 
DR E Ay Mirak 1) OK MIE OR 
WPB ek 之 1)), 使 Tt > x, Me € lim sup, 这 与 
(KA, 一 ØO AIR AZ) 成 立 ， 

“HSD AEX BRN AEA rE Xe 0， 
S(z,s) 是 紧 的 ,所 以 (3) 成 立 ， 


"BB* 


“(3) 二 (1)” 由 于 lim infA, C lim sup,» BAN Hs UE BH 
lim sup, = A 

用 及 证 法 :假设 im supa, + DB E Avr > z MA 
SKM nE An 1542. S.A) 所 给 条 件 了 矛盾， 
ANCL 成 立 . 

定理 1.5.30 iA, A) CPy(X)， 则 下 列 命 题 等 价 

(1) fEBAR CCX. EANGE OS MAREN 1, 
EBr NANGA SO; 

(2) EA rE XES 0, FANS oO 4S MEN 
> 1 Ain > N BA, SaD % 

(3) MEME x E€ X ,lim supd(r,A,) <d(2.A); 

(4) {$e > 0, (KANE + AD > SB; 

(5) £4626 Xar > 0 FEN 21, fife SN 时， 

Af] Slr Cet Ay; 

(> Bre XA CU dim ini(4。 N Stzy pod); 

(7) ACT lim infA,. 

GEAR “(7) 志 (5)” 由 定理 1.5.18 RHR. 

“(6) 过 (5)” 国定 zE X, r> 0 EX PRA S, 
r) BERK. Ait AN Sirsr) 也 是 紧 的 ,因此 对 于 任 给 = > 0, 
FEARS y) GAN Sirr, MB AN Star), 


CUS CF > 但 依 (6) 的 条 件 及 定理 1. 5. 18 及 其 注 
AC Y, Clim inf A, O Srp) = lim infA, 
BS ne sence 
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WEBI Sic m FEN > 1. 


dy Ad) Siar N) 


BI Sx, 59 CAIRN = max N fi) n > N 时 , 必 有 
AN SD CUSGu 5) Cet A, 
r=] 


“(S)=>(4)" WEF ANE + A.D} 应 用 定理 1,5.29 即 
得 . 

“(4)=>(3)" 403) 不成立 : 则 存在 TE Xe > 0, Rin, 
koe 11 dir, Ay) > dle, A) + ChE 1) aed, 
E+ An? > dlx, A). (ER y E 4 使 得 dz) = d(a,A), M] 
ye AE + Aud, Mie 

ye lim 1 sUPCA\(E + AL) FAD 
与 44) BRPO 成 立 . 

“(32> (2)" lim supd ir, AD Sd (2A) WE FER 
E > d(x, A), MERTEN > 1, 使 得 zz,d) etn ND 
于 任意 4+ € Xe>0, HAN SCX.) + AMA <e, 
从 而 存在 六 > 1, fn > N BY dr, A.) <e, PBI A N 
Sta, # DB. 

“(2)=>(7)” AFX EAREN. 则 任意 开 集 均 可 表示 
为 开 球 的 可 数 并 , 即 (1) 成 立 

“SD JER TE Ae > OANSGU.OF DS. B 
Uk x lim ink A,.. WAP TE k 22 1) EAB A Ca Ay) > Ok > 


2 JO" 


1), MI A, D Sta.) = OS. 与 (1) FAK 
AC lim intA,. 

定理 1,.5.31 HA, A} CPX), WE a Se 

OD #8 BEKCKX,GANK =O MRANS 1, 
ign SN AA NK = oS; 

(2) {Fre Xe>08 ANS. = OS WEN 
= 1, fine NAA, K = O; 

《3) fE x E X,d(z,A) < lim infd(r,A); 

4) f£8 2 E 0, KANME+ A> SZ; 

(5) EAr X, dim sup (A, NN Sp))) CC A 

(6) lim supa, CA. 

证 明 “(>)” ARIE. BRAERR AK CX 
URTSA k 2 1) FRANK = Sif An E ORS 
Dcu E Aa N K Wirk Sl} CK, AAR 
列 , 即 可 以 证 得 (im sup4,) N K +D ATRD A ANK 
+D F. . 

“D>” 由 于 天 是 有 限 维 的 ,任意 闭 球 是 紧 的 , 故 
{2) 成 立 ， 

“D>” ERE XRF dr, 4) > e YAIR YA 
N Scire) = Ø Abn 2) MTB se CXF ale, A> 
ca, WA FETE N I 1, Ie > N B.A, N Sa = &, Bp 
d(x, A, D > a, 依 实数 列 下 极限 的 性 质 知 (3) 成立. 

“SMW” 假设 lim supl AN + AD) A Os Har € 
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Ay\(e — A). ECO 一 工区 lim sup (A,\ (€ +A)). 一 方面 ， 
尾 给 点 之 1. 
e<id(x,,A)<d(z7,A)4+ | ro zl 
Mii dz, A) 实 6; 男 一 方面 , 任 纵 《之 1, 有 
dL, AnD << lim infd (rA,) <0 

AG - 

“(4) 过 (5)” WRAAE + AD) 应 用 定理 1.5.29 即 
a. ， 

“SO Ere XATA e> 0p 21lik) 
FEN 21n NWA. N Sap Cet 4, 从 而 知 
lim sup(A, N St.p)) CE 十 4 由 s>>0 的 任意 性 及 强 上 极 
限 的 闭 性 知 (6) 成 立 . 

“WST” 由 定理 1.5.18 及 其 注 易 得 ， 

定理 1.5.32 {4 A) CPX), MPH Sth 

《1) (A) FERRER CP CX) ID BE a A; 

(2) (K)A,— As 

(3) ffir € Xi hi ALE An) = d(x,A); 


ae oe 


(4) JEH e > 0,(K)(A\(E + A,)) U (AACE + AD > 


5) Are XA = U dim sup(4, N Sce. p))) 
= U dim inf(A, N Step); 

(6) (DA, -> A. i 

证 明 ”综合 定理 1. 5. 30, ERE 1-5. 31 即 得 ， 


ses 





€H 1.5.33 iA. A) C PeX), OE eS oh 
G) ()A,— A; 
《2) mA, > A; 
(3) Cwijs) A, — A; 
(4) (KA, — A; 
(5) (K. MJA, —> A; 
《6) (MDA, — A; 
(7) (W)A,— A. 
证 明 (1) => (2) => (3) (4) 对 任意 Banach 空间 都 成 立 
《 见 本 节 前 面部 分 ), 由 于 XX 是 有 和 限 维 的 , 故 依 定理 1.5.25 知 
(A> (1) , 故 前 四 个 命题 相互 等 价 . 由 于 有 限 维 Banach 空间 
必 是 Schur 空间 , 依 定理 1. 5. 26 知 (4)、(5).(6) 等 价 , 仅 需 证 
明 (1) 与 (7) 等 价 ,而 (1) 一 (7) 是 显然 的 ,下 面 证 明 
“(7) 过 (1)” AFA RARER E H WaR e 
én) 为 X" = XHAR. BB limote,,4,) = ole AA 
<i<m) ; 则 知 sup sup o(e,+A,) 三 00, 由 支撑 消 数 的 同性 ; 正 
齐 次 性 及 有 限 维 空间 特征 可 得 
ay TAD = Sp Ae Se 
网 必 存在 六 E PAX) G A, CKO 1). hE i dg, 
Hanzl Ray ,ri EK 
lo(xy.A,)) ~ a(x? An) | 
< lay —ai ll + Ki 
AERA {e Adn Se 1} 在 S50,1) 上 是 等 度 连 续 


«Qa. 


的 ,从而 由 47? APSA A AE aD AE Be aR kE 1.5. 6 FC) 
成 立 . 

FEM 15.6 BS fen 1} WORX EA MEAG 
FE ERP. RS foe 之 11 是 等 上 度 下 半 连 续 的 
(equi-lower semicontinuous), 3052 E ee: . 

C) 48a>0 Bx € dom ,存在 zx 的 邻 万 避 及 正 整 
RNS 1, 使 得 n S N, ERM yy © ULAR 

Fila) a fity) 

(2) ” 任 给 x € domf ,存在 正 整数 NN, 之 1 ,使 得 2 之 N, 
HEA r€ domi, 

(3) EAER AC (cldom/). Fon 1} 在 4 上 一 致 
趋 近 于 十 o. 

定理 1.5.34 ik(f,.f.n 21) 为 下 半 连 续 函 数 序列 ; 则 
(KK)epif, > epif 的 充 要 条 件 为 | 

《1 FER se € XR en 21) CRI > H 
lim supf,(2.) < f(z) 
(2) WATER tet Sl} OX 2, > 2. 
lim inf f(a) = flr) 

证 明 首先 证 朋 

lim sup epif C epif 当 且 仅 当 条 件 (2) 满足 . 

假设 条 件 (2) ME Beye) © lim sup epif,, 则 存在 C2， 
Gy) E epif (i 2 1), $RC Ted, ~ (2,a). FE 


f(r) <= lim inf f(r, ) < lima,; = a 


Hera) © epif. 所 以 有 lim sup epif, T epif. 
上 友之 ,假设 lm sup epif C epis. {ERA tat 2 1} CC 
K pni 一 2 WF aw fee) E pifal = 1), HOT 
Clim inf fn Can) € epi 
即 知 im inff (zw) > ix) ,条 件 (2) 满足 ， 
下 面 证 骨 im inf epif, D epi 4 A(R BARTEL) 满足 . 
BRED RDP, a) E epif MAO <a. 因此 存 
E leon 21) C X, plim supr (2) < f(z) Sa. EH E> 
oE N > 1, fn >N tf, C) Sate. MiCr,,2 +8 
E eifa = N) FRA 
(x,a + E) € lim infepif, 
由 于 limepif 是 财 的 , 故 知 (r,a) E lim infepi f, W 
epif CC lim inf epifn 
反之 ,假设 epiy C lim inf epif,. EA x EX aT 
(ef (a)) € epif 
WET, a, © epi f(a > 1), 487 (a,.0,) 一 Cr. flr), F 


是 








lim sup, Cn) = lima, = fir) 
RIFO 成 立 . 
定理 1.5.35 iejo >l BX E - 族 等 度 下 半 连 
续 凸 函数 , 则 (CK)epif, — epi f 当 且 仅 当 lim 了 (x) = feria 
EX). 
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证 “充分 性 ” 设 + ON. Me, 一 了 ,由 定理 1.5.12 知 
f(z) & lim inff, (2) 
由 于 《zx,f(x)) © epif = lim inf epif,, it FFE Gua) € 
epif, (122-1), {P Crna, ) > (r, f(r). HFS nS 1} 等 度 
下 半 连 续 , 而 和 一 z, 所 以 依 等 度 下 半 连 续 的 定义 知 任 给 < > 
OFTEN B 1 fila.) = ofr). HF fon el) 等 
度 下 半 连 续 , 而 Zz。 习 工 , 所 以 依 等 度 下 半 连 续 的 定义 知 任 绽 
> 0, 存 在 入 21, fipa = NAA) <a) eS 
a, + E, STH 
lim supf, (2) = lima, tex f(xy 十 e 
所 以 jim supf, (2) < A(x) ,于 是 有 
him fx) = fr) 
“必要 性 ” 首先 证 明 
lim inf epif, D epif 
任 给 (zay © epi, 由 于 lm 了 tx) = fir) S a MiERe> G, 
HE N 21,0 n > N hff Sete, ia t+ e) E 
epif (az= N), Pra te) E lim inf epi/,. 由 lim inf epif, 的 
闭 性 及 e 任意 性 即 得 (zyea) E lim inf epif,. 
下 面 证 明 i 





lim sup epif, Œ epif 
ilr, E lim sup epif,. MFF (Ersan) € epi’, 2 1), eg 


CE + dm ~~ {x +a) 





eT 





PRS foe 1} RAR FEER MTE e> 0. 
TEE N > 1. iS NA 
Ful) Z fak En) HE 
从 而 知 
fe) — e = lim f(r) — e 


< lim fgg (Zi) = lima, =a 
则 fa) La, ATCA) E epir, 即 证 . 

定理 1.5.36 BRA, Ase l OPRAO, MICKA, -= 

当 且 仅 当 
(K yepio(2,A,) — epie(xr,A) 

证 "必要 性 ” 设 (za) E lim sup epio(r, A.) MMR 
FE (tui Qu) E EPICE p » Aye 1), (PR Cr ty 一 Crya) FE 
fay © A h FOA, 一 4, 均 存 在 yw © Ausys =y 由 于 对 
FERS 1, State DE oly Ay) Sus RA <x, 
yossa Ky © A BER PERI ta .ad © epiolr, A) 

lim sup epio(a,A.) C epiotr a) 
ERAT HE 
epio(r,A) C bm int epig(r,A,). 

“充分 性 ” ky € him sup, MAFIE ya © Auld 1) (8 
Byam ye FERTH ec eX. Z rya >So A). 由 定 
理 1.5. 12 知 存在 zx -> x, 使 得 lim supe (ru y Au) < alr, A). 
国 此 ,有 


+7 « 


los Vai >= lim < Tait Nn > 
= lim supata pitte) 


=. elr, A) 

ALL az © A, 即 证 lim supa, TA wT AC lim inf A,. 

推论 1.5.4 RIERA An DS 1} CPX), (oa, 
Aha Ajn = 1: SRT ER WK A, > A ARS 
任 给 z € X,lima(z,A,) = alr, A) 

证 明 ”由 定理 1. 5 35,4 1.5.35 即 得 . 

E 注 ] 定理 1.5.34 .1.5.36 可 推广 到 自 反 的 Banach 空 
E&R, Mosco[65] 及 Salinetti and Wets[971. 


$1,6 集 值 映 射 及 其 连续 性 


TEM 1-6-1 KET CR, PRR PT — P(X) AR 
St. {EQ BC Xie 
F'(B) = UET, FME FCB} = {ETF CB} 
FB) = {tE T, Fae PB) = @ eT. Fa N BS ow} 
集 值 映射 的 图 定义 作 

GIF = (xr) E TM X rge FOU) 

定义 1.6.2 设 玉 :TT 一 Py(X) RRA BR FEL, © 
了 处 为 

D) 上 半 连 续 的 { 记 作 u.s.c.), YR FT — P(X) 在 
上 拓扑 上 意义 下 是 连续 的 . 
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(2) 下 半 连 续 的 ( 记 作 1.s.c. >, RPT PX) 在 下 
拓扑 于 意义 下 十 连续 的 . 

(3) g mR FT — PX) 在 Vietoris otf I. E 
义 下 是 连续 的 ， 

定理 1.6.1 FAT > PX) RRR M 

O 五 在 € 本 处 是 上 半 连 续 的 当 且 仅 当 对 于 任意 开 
EG EFEO) C G. FETE > OAEI E to] 之 8 时 ,下 (1) 
CG, 

(2) F fee, ETET ER SARA MT IER 
EG PEF) GH Z EO > Oe hnl 过 人 时 ， 
FONC Ø. 

D FE © T Abe 4 Ai F Et © TM 
上 半 和 连续 又 下 半 连 续 ; 

证 明 ”以 上 拓扑 ,下 拓扑 及 Vietoris 拓扑 的 定义 易 证 ， 

定理 1.6.2 EF :T > P(X) WR 

(1) BFE € T Rb bee ee MEHA + A 

s- lim supF(t,) C FC). 


(2) 者 存在 的 邻 域 Y 使 得 UFO 是 相对 紧 的 ' 且 任 
给 所 一 Ar lim supF (E) C FGM F FE t ih EER. 

证 明 o 假设 存在 =E «o lim supF'(¢,)\F (to) ,由 于 
Pt.) € PAX). RFE ER GC AAC, NG, = BF) 
TG Hre G4, 但 因为 


a € s- lim supF(e,) 
ot 


PE.) 0 1} hg G 相交 无 穷 客 次 ,也 就 是 说 (下 之 
1} 与 六 \G RAB KR RP Et © TR EEA IS 
AED 成 立 ， 

(2) {IRF fer, 处 不 是 上 半 连 续 的 , 则 一 定 存 在 开 集 扎 
bi Rt, ~ to fH FPO) CG ME FUN (XG) FDL). 
任 取 E FG) E FG) N OOG 1). A FEEN 2 1, 
使 得 UED HEAT ATE tak 2 1) CO onl AR 
得 (zs — r, MI ' 


TE s- lim supF€z,) 
fag 


但 由 于 x, E FG) N ANG). XNG WAS. ME r E ANG, 
这 说 明 (s- lim supF',)) N XW) FD, SIR BEF 
JB C2) 成 立 ， 

定理 1.6.3 若 设 FT 一 Pr(X) 为 集 值 映射 , 则 下 列 命 
题 等 价 

D Feet ET 处 下 半 连 续 ; 

(2) f€#t,— tp F Go T s- lim inf Fez). 


tate 


证 明 FCD” Bike, > tos OFE 
x © F(a,)\(s- lim inff (2) 
MFE © > 0 Rik 1) C {nen 1) AB FO) N E 
= ØD BPG N SaD = ORF E a FE 
jE 2 TS» Bn HERB. 


+00 + 





“D> 假设 存在 开 集 CX 及 二 4,; 使 得 F(t,) N 
多 而) N G= a i, tee E FG) NGM 
AFP G = SO. xe Ba RR 

s- lim int E Ct,) 
与 .2} 的 条 件 矛 盾 EE. 

CEI 请 注意 定理 1.6.2 与 定理 1.6. 3 在 形式 上 的 差 
别 : 由 此 可 以 提炼 出 闭 集 值 映射 这 一 概念 , 即 称 集 值 映 射 三: 
T>P,CX) BAH. 如果 GrF E PKT x X). BiEF:T 一 
P(X) RAMA AMSA ET 

3- lim sup (,} © Flt). 
定理 1.6.4 设 天 ,本 -PICCy， 
D EF F e bF MWF UF 也 是 上 半 和 连续 





(2) ”车 记 ,是 下 半 连 续 的 , 则 上 U F 也 是 下 半 连 续 


(3) FoF, PMP, U F: He. 

WH D) HE TU FER ABC CK tE PG) U 
Fito) CG. A PE Ft EER, AATEC; 6, > 0. $B Lt — 
bl <6, Wf. Fie) C GG = 1,23,.6 e = max(e,,6,), Mi |e — 
to] 过 时; 必 有 外 U PF, CG. 

(2) (19) 的 证 明 类 似 . 

(3) FGF, UF = GrF, UGF REMAP, U 





定理 1.6.5 FT -+P (X), F, T-P, (X) 3 EE E 
PRON Fo A Oe 1). 

CQ) F F, ERER F, N Fe 也 是 上 学 连续 
的 . 

(2) HF RD F E EFRR EFO E ROG 
ET), 则 F, N Fy 是 上 半 连 续 的 . 

《3) EF ET ERF, = 3.9). Kh o> 0 
为 常数 ,f:T 一 X 是 连续 的 , 则 下 N F 是 下 半 连 续 的 ， 

证 阴 (Din C T HERB RE COX BPG) A 
F(t) C Gh F Fio) 与 F(to)\G 为 不 相交 闭 集 , 故 存在 不 
相交 的 开 集 Gi HIG 使 得 GD) CGF. )\CCO. SG, = 
G U GRY Fato C Gay RUBLE F Fe 均 是 上 半 连 续 的 , 故 存 
在 8 > 0. (RE le — al KE BEE COG = 1,2). he 一 
max(d,,d.) HU) e 一 1) 二 6 时 ,有 

FQN FAO CE, NG SCION GU GY) Co 
BNE F, N F, 是 上 半 连 续 的 . 

(2) Bet, © TT FER AEG CON (PPL Ga) 1 Pe God © 
G,A Fi CON 5 Fitts \G BHAA, FONC EK 
的 , 任 给 < E FGG, FE GIE, 是 闭 的 ,而 (yz)& Gr， 
BETE MARRU, 及 5 > 0 RAE le — tol <8 BEF) N 
U, = Ø. {K FGO B RAFE U ml Si om) 使 得 
FG >G CU Us AG = Y Gad = max(é,-l i 
m). ill 12 tl 二 计时 ,必然 有 机 CO ONG ,我 们 令 G = 6 
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UG AF GO CG. WP.) C G M PF, 是 上 半 连 续 的 , 故 
存在 6 > 0, 使 得 六 一 后 | <8, BYP) CG, Ba ee = 
max(é,.6,), 0) |t — il << OW. A 
FN FC) ACON G 
= (XANGO  JGICG. 
Ei r 0 F 是 上 半 连 续 的 ， 
(3) Beto E TERA > tor AGEL 
Ft.) Q mF) = Fo) Q SCP, 8) 
C's. lim int CF, 1.) 0) Fett) 





fe E FG NSS). x — FG) | — oe TH « 


一 pe 一 人 二“ PF, FEAR, KEI L 6. 3 MAREE z, E 
C0) ;使 (3)x, > r, IFE N 六 1, 便 得 2 之 Ai 时 ,| 一 
all 之 6. 依 f;T > X ERE TEN, > 1, fin > N, 时 ， 
Il ft. — £@,) || Zee. te, Son max N ND 时 , 必 有 

titan FG] S la, all + lla — FG? tl 

+ 1 ft) — fa) || <8 

Wx, E SOFC). 2 = FG). Min ® 

F; (t) N GntF;(t0)) C s- lim inf FG.) N Fakes) 

由 强 下 极限 的 闭 竹 必 有 

Fo) 站 Fag) C shim inf PC) N Feed 
Wh) ka HE 1. 6.3 at FP, N F E PBEM. 
定理 1.6.6 TOREK FT — PCO 为 集 值 映 
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射 . 车 下 是 上 半 连 续 的 ,; 则 * co TAY PO) 是 紧 的 ， 

证 明 (EM UF) TBE U E D) 为 任意 非 
ae WEE PO) © POX) BOF ER ET. FE 
Uat € D> 中 有 限 个 元 素 的 并 V, 使 得 FO) CV. 设 

W= s€7,F(s) C Va 
Wee W,. ARF a9 EER eT) BT OCR MF 
ite HE TOR ORY, WORE IW lS S m}. EE 
T= U Wa KTM UFO CV, BU, 8 € Di BERR 
覆盖 ,定理 得 证 . 

定 尖 1.6.3 HF :T—P X) ARARIPE En € 
了 处 为 

C1) -上 半 连 续 的 ( 记 作 h. a. sc.) ,如 果 e 半 0; 存 在 5 > 
,使 得 |e 一 四 | 之 时 ,FO Ce + Ft), 

C) k- 下 半 连 续 的 ( 记 作 h.1.s.c.);, 如 果 s 沁 0, 存 在 6 > 
0, PEI r ~- tol CORFU) Cet Fa), 

(3) A ER UNE F dee, © T APR A- ERER F 
半 连 续 ， | 

定理 1.6.7 F(t) 为 集 什 映 射 ,车 下 在 了 好 为 
u.s.c., MJ F fee, E Tk% h. use, 

证 明 WFP e> 0 由 于 Fao CFG) +e, mi 

Fa) H e= jr E Xdi, FD <s} 
HIE WORE F TE to 处 的 上 半 连 续 性 可 知 存在 3 > 0, 使 得 
一 不 | cit FOCE +e. FF Et Mbh-uws.c.. 
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定理 1.6.8 WFO ARR AP EOE T OH 
h.ls.c, 则 正在 ts 人 ET 处 为 Ls.e. ， 

证 明 RECO NG SOBRE E Ft) 
GRE E > 0, 使 Sieve) CO 由 于 下 在 ET RY 
h.l. s.c., WES > 0, HAH |t tal 二 人 时 人) COR) + 
SA € FO + E REO + Se RMA € 
F(t) Edirna) Lea € Sta.) CG. FE EO NGE 
Bit F fet € TAA LS c. 

定理 1.6.9 设 下 :本 一 了 P(X) 为 集 值 映射 , 则 

(1) F Etn € TALH usc SAW4 Ft, CT aby 
hou. sc, 3 
(2) F fet, € T ah ylsic. YAR F Het E.T 处 为 
h.l.s.c.; f l 

(3) F En © T kbd ve oe 194 F124 F Et © 了 处 是 
一 连续 的 . - 

证 明 ” 依 定 理 1. 3.15 EHS. 

定理 1. 6.10 iF? T+P,CX), AEB ET ATER 
的 令 域 了 ,使 得 UPC) 为 相对 紧 集 . 若 任 给 ee € x, 





az tt ef tC T ESE, MP A 连续 的 ， 


证 明 aE TK E POO. S UP OOK. he 
1.4.9 知 任 给 上 € Viola’ FD) KF a" © X* Bow’ -连续 
的 : 下面 证 明 六" EARR or FO) EV) 是 等 度 


* 10n+ 


— e orn e 一 一 一 一 一 一 


mo - 连续 的 . 任 给 + E Vario; © XH FO E POO, 
RHE 2 € PO) OK, BR ri a) >= O(a) FE), 
于 是 

alzi tt) 一 GCCzr EC)D) 

=< rf t, > supi ac x E FU) 

KA rit DA ari t > 

= 

< ort — af FO) 


S or — Tp K) 


oa? FDO — olat F@)) S olr? — ri, K) 
AFK EPX) a KO fxr’ E Xt 是 ro*- 连续 的 , 因 
此 {otx* FOU E V) BX’ 上 的 等 度 mrw*- 连续 函数 族 . 

AFF) Er © TA ESE ie” EX, lat ls 
1} Æ bwt BR. X 上 图 数 族 ,atz FC V) 等 度 
bw* - E, AU AEB oe yee" Fu EF a" € ix 
EX", |x" || <1} … 致 收 敏 到 cz FPCto))， 从 而 由 前 面 定 
EADE G) — Fe), BI F TE t ahi h- 连续 的 . 

定理 1.6.11 BP: TÁ P (R), BER rt CX, 
olx F(t)) EF E T 连续; 则 F 是 上 - 连续 的 . 

证 月 ” 依 定理 1. 5. 33 即 得 . 

在 下 面 的 三 个 定理 中 , 我 们 研究 集 值 映 射 关 于 Banach 空 
B X ES ho ,六 ") 的 连续 性 . 因此 ,定理 的 投 述 与 证 
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明 中 所 言及 的 连续 , HS A Sa XE TR 

定理 1.6.12 BTCRBE EMF: TPL) 为 集 值 
映射 . ae F Etto XAO 意义 下 是 上 半 连 续 的 . 则 
FO) 是 弱 紧 的 ， 

证 明 ”完全 类 位 于 定理 1.6.6 的 证 明 ， 

定理 1.6.13 RET > PX) Fey) © Pue X), M 
Ft) fet, © TAAT thu s ce YAM YB ec’ CX, 
atr F) Æ ty) © T Rb ABER. 

证 明 “必要 性 ”假设 FQ) 在 i CT Huse FER a" 
E X* ,由 于 Flt) € Pal Xhela FD 之 十 co, 对 于 任 
Heal ate’ Fn) SU = jr €E Xzc <a, aR 
U AAA FG.) CU, Wik BUTE S > 0, ff lt -—2,| <8 
Kd FQ) CU, Bl o(2’ Fa) <e, Ai 

lim supotx* Fu) Se 
the 的 任意 性 知 
lim supatx" FQ) <= olr" Fe) 


所 以 oc" FD 在 ts © T 好 是 上 半 连 续 的 . 
“充分 性 ”假设 任 给 x' € X'e FED ÆRE TRE 
半 连 续 . Bary E F(t), FG) = FO — e Melet ,FG)) 
=ar FÐ =< ax ,Xo 六 ,基于 以 上 事实 ,我 们 不 妨 假 定 9 
E F(t). RU AEE PU) MBAR SE BA SR 
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V FEG +V CURE 
V = fiz EX, gdan r> ghi} 
Eir eeri) OX AF PG) © Pu 故 存在 
Laatta) C Eto) 
使 得 
F(t.) CU 十 SY) 
A> A = cola. t,) +V. Ml ABRMAMH ACU. FA 
alm; PC) < spale; yx, + GV) < oC A) 
Cj Sy k) 
BY ofc" FOD En E Tagus e ETEA > O RIB |e — 
ol < OR MER LS 7S HT 
atx} FOD S a(x} A) 

ERL |e — tol OWE. FG) CACU, BEF @) fee, ET At 
AAU. S.C. 

定理 1.6.14 IEE: T — P(X, H UFO 是 全 有 界 
的 , 则 EC) ety E TAATA sc. 当 且 仅 当 任 意 给 定 
a E X* ola" EO) HE ta E T ET PER. 

证 阴 “必要 性 ”假设 FG) 在 to CT WL sc. itae 
E Xr fea < otat E & 

U= fre X, Zr, r>a) 

MF OU gikt’ > 0. o l 过 8 时 , 恒 有 
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Fn 
Bl olr FODD > e, FR 


lim infote* FOND) D> olx FC) 


ft, 


MG olet FUOD 在 © T Rb FERRER. 

“充分 性 假设 stz FOD Ht E TAD FEH. 任 取 开 
SEU ABE to) NU A A, R L 6.5 一 样 ,不 妨 可 以 假设 
EF QLU HU AGE. 

假设 FOD fet, ETARE S. c , MEEI CT- 
. RS LOU = 训 , 于 是 依 凸 集 分 离 定理 知 x 之 1, 存 
fox” © X* ,使 得 

F(z.) Cia © X, Caoa) S 1} 





UC {x EX, atx) > 1} 
HU = {rt EX Gn) S— 1,2 EU) Met} COLA 
a(x, F Ga) = 1 
由 于 Lr 为 X' 的 等 度 连 续 子 集 ,从 而 为 X" EHO FX 
上 全 有 界 集 一 埃 收 敛 的 所 扑 音 义 下 的 紧 集 , 故 {z*! 存在 上 述 
拓扑 意义 下 的 收 合子 列 ,极限 点 记 为 *", 因为 UFO 全 有 
界 , 故 存在 > 1k > K 时 , 恒 有 


ole" FUD Lola FUJ) + + GET) 


46 SE EAR TEA Le i im {in} ,使 tae — io EL 


Oe" Fle) SAC Ped) + SH FB 


"tar 








但 这 与 oCz' Fa D 0 Hale" FO) Ei © T kb FB RE 
IB. 所 以 tt fet, © LT aby lsc. 

作为 本 节 的 结束 ,我们 讨论 集 值 映射 的 连续 选择 问题 ， 
ig Ft T- PAX) 为 集 值 映射 , 称 Pt XR ESE A 
Ho WRS BER HES CTS © FG). 

FEM 166-3 HT Atha Goi > 1) eT AT 
de ERT KEERA] B+ T > (0,1) BiG. fel) 的 
fy Moon Sop. ORE RB 1.) = 0 EE TMG). A 





Sew =i TT). 

定理 1.6.15 RT EMTS MA. (G.-C) BT 
HARFER (GG) 存在 单位 从属 如 

证 明 ”首先 ,我 们 构造 7 的 另 一 有 限 开 和 覆盖 {V1，… ,VY 
使 其 满足 下 列 条 件 

(a) EA 1 Sista, V T dV, CG, 

Cb) PAISIE LIS i) U Goji 
n) (BSE T HARFA. 

令 C = T\UG) , 则 C AH ALC) CG. 由 于 了 是 正 
SIL) CPE EIT IRV ,使 得 C CV, Cc, CG, HERR 
(VeGa Sim} PEX AIP. 现在 假定 {V，，… ,Vs} C1 
Aen DEARER ARR. Sik} U Gk 
in) 仍 是 T HAR SO 

C= TMUV UG) C Gm 


再 次 利用 了 的 正规 性 ,存在 开 集 Votit 
Cai C Ven Cl, COL, 
HARRELL LEHI! U Gok tiia it 
TE TAHER 如 此 递归 构造 下 去 ， BNS T KIAM, 
a) WERI, (b). 
于 T EER V Col, CG. Sin). RETE 
KERER A + 了 一 [0,1] 使 :© GG 时 具 (f) = 0t E 





Vit dé. = 1. 46.0) 二 和 (4)( YYW))~1, 则 易 知 连续 两 数 族 


1™1 


DLS iS a KGL isn} 的 单位 愉 属 划分 . 

定理 1. 6.16 BV OCRB BMF: TT 一 Py.(X) 是 下 半 
FEES. UES > 0, 存 在 连续 函数 :1'-* 义 ,使 得 性 给 1 EE 
T, 

FOE 月 十 五 人 

证 明 ” 任 给 x C X,4UL =F. (SaD 87 FEF 
半 连 续 的 ,而 SC(z,8) HAR KU, ET PARR, HU ,xz 
EXT MARR. 依 工 所 尺 的 紧 性 知 存在 有 限 子 覆盖 
Wal S iS). ATOR EE 1.6.15 AU Sica} 具有 
单位 从 属 划 分 {Bi,1 Sin}. > 


FA) = Do ET) 


RS: T — X Be, 对 于 任意 ， ET, HFE wz, = on 
LA tE Un Mita E 8+ FO. Re SO) BARAT Pw 
中 某 些 点 的 是 组 合 , 所 以 








f@) € pt Fe) 

定理 1.6.17 TORE BAF: T>P,(X) BP 
连续 的 , 则 下 具有 连续 选择 . 

证 明 ”我 们 首先 递归 构造 满足 下 列 条 任 的 连续 晒 数 列 
(foi 21}: 

wA E H fat € TiS 2; 

(b> f e HEO ETa Sl.” 
对 于 :+ 盖 1, 由 定理 1.6.16 知 存在 连续 函数 六 : 了- 一 满足 条 件 
Cb). fae Si} 已 梅 造 出 来 , 设 

F440) = FO N (27° 4+ A) 

HFS, RRR) MR Oe OO GE T), ARE 
1.6.5 Ab Fa He PPR OT Fr 我 们 可 以 应 用 定理 
1.6. 16CR A = 20°) 知 存 在 连续 函数 fi: TX, aR 
Fin) € 2°74 FG E T), AW Pa) CFG) 
fio BRAD, 而 由 于 RA C2°+ FG), 因此 
Foo) E 2 427 +R C214 Fe) oF, 满足 
条 件 (a). HIP Ae EE EO I> l) 满足 条 件 
(a). Cb). 

HF LR > 1) ,条 件 (a) BRE l, 

sup ll fig — FD <2 

即 { 记 ,i 2 1} 是 一 致 Gauchy 列 , 因 此 存在 连续 函数 :7 一 
Xs BFR fi 之 1} 一致 收 钱 到 了 但 条 件 (b) BR BER i 
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df), Fit)) < 27% 
APO) 的 闭 性 即 知 fo) eC FOG E T). 因此 了 为 五 的 连续 
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第 二 章 。 集 值 随机 变量 及 其 积分 
8 2.1 和 集 值 随机 变量 的 定义 与 运算 


BA) HAT BX HAMS. 设 G WX PS 
集 ;B(X) = o(G) BRIE X LAM Borel (0%. BRA X BCX) = ofA 
Xx B,AE A, BE BUX)) 为 各 类 天 上 的 乘积 RM. HO x 
X,A X BCX) 为 乘积 可 测 空 间 . ER ACO 各 ,4 在 马上 的 
”投影 定义 必 
Pro(A) = (w Eq, 存在 + 其 ,使 得 (wz) E A) 
定义 4.1.1 称 集 值 映射 9: QO > POD 为 强 可 测 的 , 若 
任 给 CE PAX 有 
FOC) = (we NDF) NC DIEA 
PEAR FP: O-> PAX) AWRY BEARERS 有 
FG) = (IwE QFwGESIEA 
可 测 的 集 值 映射 称 作 集 值 随 机 变量 或 随机 集 . 
OE] 事实 上 ,定义 2.1.1 WEBBER F: O 
POX) By eB He SSR RE F 到 空 集 为 其 值 , 则 上 述 定 义 
HRAS Ew Kw) = Bi = wF 1X = S} € A. 
定理 2.1,1 强 可 测 集 值 映 射 必 为 集 值 请 机 变量 . 
HERR OF 1 O-+PCX) Bn a). LAR CC 天 
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X),4 
C, = {r € Xd) Bs} 


ATG € PX) .d(2.G) 为 之 的 连续 函数 , 故 C。 AA 
集 , 日 
G = ÜC, 
从 而 易 证 
FUG) = Fx ÜC.) 


= (w, F UC) # D) 
= Ü tw, Fa C, # D) 


= UFC, EA 

4G = Xt. BR POG) = FOX) = 0 E A, gE 

定理 2.1.2 BREF: Q>P O 是 集 值 随机 变量 , 则 . 
d(x, Fiw) 是 可 测 的 (x E X). 

iR Eec RAF 

fwd lz, Fiw) <a} = {w, Fiw) Slr AEA 
故 d(x, Foo) ) 是 可 测 的 . 

定理 2.1.3 若 基 为 可 分 的 度量 空间 ,下 : Q~ PX) 满 
Æ dir Fw) 是 入 可 测 的 (x © XD, F AE RL ee . 

AAA X BOA MOM TERR CCX GE 
直列 fr ) 二 Ga > OBC = US Cy 5) ATT 


FG) =U FO (S(a,.0,)) 
awl 


= Ü (wd (n, Fw)? <a) € A 
KM Pow) 为 集 值 随机 变量 . 
定理 2.1.4 EX HASHES F: QPO 为 
集 值 随机 变量 , 则 五 的 图 
GrF = ((w,r) COX X,r © Fed} C AX BCX) 
证 明 inen Sl aX HRA. eos leh 
AF d (wx) = dlr, F(w)), 4 
(wre) E R X [Sten ION USC 29] 


时 ,由 于 


(Ce az) daiz w) <I b} 


= Ü (wd (a,,Flw)) <b} 
n= 


x ESen IN U Sm ZT 
€ A x BCX). 

所 以 d.(w 2) 是 A X BCX) 可 测 的 ;从 而 
d(z,F(w)) = limd, (wx) 

FLEA X BCX) 可 测 的 , 故 

GrF = {wr) diz, Flw) = 0} EA x BCX) 
“ 引 理 2.1.1 ROA, 为 完备 的 o- APB ES Xx 
为 完 种 的 可 分 度量 空间 , 则 和 任 给 GE A & BOX),Pro(G)E€ A. 
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定理 2.1.5 BOA) 为 完备 的 测度 空间 , 共 为 完备 
EMS FS SPE SS H, AEP. PX) 的 图 GIF CA & BCX) Ml 
fE BE BCX), FCB) EA. 
证 明 ”由 于 
FO (B)= (w, Fn) N BG) 
= {w,(wer) E GrF (1)  & B), 
= Prp(GrF D (OQ x B)? 
mGF N (Q& B) EA X BCX), Be FCB) E A, 
”综合 上 面 的 论述 ,我 们 得 到 下 述 结论 : 
定理 2.1.6 QA) 为 可 测 空 间 ,X 为 可 分 的 度量 空 
间 . :9 BCX) 为 集 值 映射 ,考虑 下 列 命题 : 
(1) 任 给 Borel FÆ BO X.FOCB) E A; 
(2) F Sia Ay el Bs 
(3) F Sap MA: 
(4) Fe r E Xda. F) RAW: 
(5) GrF € A x BCX), 
WL) (2) (3) (4) (5). (3) 与 (4) 等 价 . 车 进一步 了 X 
是 完备 的 ,并 且 存 在 一 个 z 有 限 的 测度 ,使 得 全 ,入 ,AD 为 完备 
的 测度 空间 , 则 上 述 五 个 命题 全 部 等 价 
定理 2.1.7 BOA 为 可 测 室 间 ,^ 为 可 分 的 魔 量 空 
ELE: 人 -> PO 为 集 值 映射 , 则 下 列 命题 等 价 : 
(1) F $2 (Q, A) 到 度量 空间 CPi(XX},6) EAIA BRT: 
C2) F Ab oe By BY 





03) F Ay Ml. 
证 明 “DS” FERRE C CX WAN 为 开 集 ,车 
X F ERO BPX), 上 的 映射 , 则 有 
{ws Fw N CF B= Nw Fw CXC} 
= AF ONC) 
若 (1) R MEEA 1.3. 16 Tige d OC EA, MAT 
RFC) € A, kk F EIRT AH - 
“D” 由 定理 2. 1.1 斌 得 . 
“(D>)” 若 下 是 可 测 的 , 则 对 于 任意 开 集 CGC 并 .有 
| (ws Fax) 1GABIEA 
FA SF ee O BPX). 上 的 映射 ; 则 对 于 任 给 开 集 
GOX wha 
FHI GD) = (w, F) GE BIEA 
- 故 依 定 理 1. 3. 16 可 知人 1) 成 立 . 
引 理 2.1.2 设 和 为 可 分 的 Banach 空 间 ,C E PAX), M 
一 定 存在 X PRT AS e on 1) ;使 得 
C =N iz EX, ari r >< o(2z; Cy} 
证 了 明 WELA? 
C= | te EX, azr >< or Cd} 


"EN" 


SA) = (a E X, Sat a >D elat WAC) 为 
强 开 集 , 且 
XC = U lr') 


zex" 


HTX EJT ACARAR Haa © XW ENC 的 
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FPR SS Ahh Lindelof 定理 知 X\C 存在 可 数 子 覆盖 ， 
即 存 在 可 数 点 列 {z ne 1) CX 使 得 X\C = UHC) ik 
知 
C= (UH 
=D iz 和 有 < 
引 理 2.1.3 RX AALS Banach 空间 ,C E Py(X)， 
则 一 定 存 在 单调 降 的 弱 开 集 列 {Y。,n 之 1} 使 得 C = NV 
HEM ” 依 引 理 2.1.2 知 存在 可 数 点 列 {zx; n l) CC 
X ,使 得 
C= {x EX, rr CO} 
对 于 国定 的 # 守 1,m Sl. 
Hye = {x EX, <a a >L alai C) + 4) 


M Gm FER, 且 显 然 有 C =U Hm 对 可 数 弱 开 集 列 
(Hanin S1) BEA PH 之 1}. 令 
Vi = Om 

WV, ABAR V, D Ve ACAV. 

定理 2.1.8 (0,4) 为 可 测 空间 ,和 为 可 分 的 Banach 
空间 ,FF: 9 Pu OO 为 集 值 映射 , 则 下 列 命题 等 价 : 

CL) 玉 是 可 测 的 ; 

(2) 任 给 弱 开 集 V E X, FOV) EA. 

证 明 “(1)=>(2)” 由 于 Banach 空间 中 弱 开 集 必 是 强 开 
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集 , 因 此 ,(1) RAP. C2) 必 成 立 . 

“(2) 一 (1)” 依 定理 2.1.3, 仅 需 证 明 任 给 之 芯 Xid(z, 
F(w)) 是 可 测 的 . 但 由 于 

{widlz,FCw)) <a} = iw, Fiw) N SCra) A Ah}, 
INE AEA CE E Pj(X),F-MC) © A. B/E. 
TEST RAY SFP RV 1} EC = DV. MRK) 所 


BRM PONV, E ACS 1). FRE 


Fic} = Or wy) 

FC) CEVO 是 显然 的 . 为 证 相反 的 包含 关系 , 设 岂 
ENT VDM Fe) VF Bin Dd. Rr. € FNV, 
= 1) Bll Layo = 1) C Fw) E Pal X), ARERR 
(irk 1) Oey w a E Flw). HARB 2. 1.3 IV, an 
> 1) WOH BON MAT r E C = OV, Bt Fw) 
NCE 名 ,从 而 得 知 

QEV) 一 FC} 
定理 得 证 . | 
下 面 讨论 集 值 随机 变 基 的 可 测 选择 问题 ,首先 ,我 们 给 出 
Banach 空间 值 函数 可 测 的 定义 及 基本 性 质 . POA, D 为 测 
度 空间 ,X 为 Banach 空间 . 称 X 信和 函数 了 :9 > X BRB 
数 ,如 果 存 在 {z a) CXR OW A 可 测 划分 {A1,…， 


Au) 使 得 Fao) = Yata Stet Lah ARM. XA 
BES: ~ X ERAT WAY REE X BARERA UF an 
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= 1} 使 得 . . 
lm fw) = fw) | = 0 Ged 
KX RRS: 0- XREN. MRE EX Te 
函数 <2. foo) > 是 可 测 的 . 下 面 的 引 理 给 出 了 强 可 测 和 
什 函 数 常 用 的 性 质 , 详细 证 明 可 参阅 Diestel and Uhl [29] 以 
ASC]. 

«BH DES A> XRT |) | 
. WM. 

(2) f:O— X ERP A S BAERE N 
E AEN) = 0,48 SOAM 是 XX 中 的 可 分 子 集 . 特别 地 , 若 
X 是 可 分 的 Banach 空间 , 则 了 :和 一 和 强 可 测 当 且 仅 当 了 弱 
aW. l 

(3) F o O X ER Bie 4A BUA X 的 可 
BRATWIN Ue ARN EA, aN) = 0, IRE 
w EAN 上 一 致 地 有 lim ftw) 一 feo) Il = 0. 

(4) AS: O P(X) BATA, WA EX BRA 
fen > D 使得 tw) | <2 fee) 168 
lim Acen 一 ftw) = 0 Cae) 

SEM 2-1-2 32(0,A,40 为 测度 空间 ;XX 为 可 分 Banach 
宝 间 ,下 :外 一 P 了 jtX) ,为 集 值 随机 变量 , 广 : 一 站 为 强 可 济 
函数 , 称 为 的 强 可 测 选 择 , 如 果 任 给 w EO. fw) E 

Feu, 称 子 为 天 的 ae: 强 可 测 选 择 , 如果 few) € Few) 
(a. 6h 
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FEHB 2.1.9 i2(0,A) Aa Mes a, X 为 可 分 的 Banach 
空间 ,F : QP 为 集 值 随机 变量 , 则 卫 必 有 强 可 测 选 择 ， 

证 明 设 {zz 字 1) 为 广 的 可 数 稠 审 子 集 , 下面 我 们 构 
造 一 列 在 ix,,# 之 1} 上 取 秆 的 强 可 测 隐 数 'f74,& 汪 1) ,满足 下 
列 条 件 ; 

(a) {EHS k > lw € Od Cf, Ge) Feu) ) <2" 

| (Cb) {E k Slowed, |i fis, — Feed || <o27* 
HEA low) = infin. Fw) N Ser 71) 4A) EM 
fF, = Eig = Sateen 


n=1 
划 由 于 
{will,w) = n} 
= FSC, TDN Y FMS 2) E A 
fe A 是 强 可 测 的 , BRA ACh Gwe). Fw) < 2 假定 
(Fists Ss} 已 构造 好 , 令 A; = fw, Cw) = 2}, UPA, Ee An 
YA = 人 ,并且 由 条 件 (a) 知 
A C (w, Fiw) N Si A BS} 
国定 jj 之 1, 令 
i(k, jew) = inf (a, Fw) (MN Sir 2™) N Sta, 2 +) 
FO} 
M4 w € A mhl Silk jw) 之 十 oo, 定义 


Fira (te) = » Tick, peo Xai 
j=l 
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PY EB Flee fs eo) = 26) = UCA N (wik jw) 一 如) 而 
MF (ws Sea Cw) == zs} © A EAA AGE (we fh, jw) = n} 
© ALR far, 是 强 可 测 的 . fir 显然 满足 条 忻 ca) ;Cb), 这 就 证 
BAY FFE RUF con > 1} HOX ERTER Sk 
1} WEARI a), (b). 由 条 件 Cb). 引 理 2. 1-403) DRX BSE 
备 性 知 存在 强 可 测 函 数 了 :一 XX 使 得 lm 上 fw) 一 
Fas: €w) |] = ow E 外) ,而 由 条件 (a) 可 知 fw) E Fw) w 
E€ MRE Æ F RETA. 

定理 2.1.10 CRA) 为 可 测 的 空间 ,七 为 可 分 的 
Banach S0 F : Q — P; WSR UE il eS OY 

O F 为 集 值 随 宙 变 量 ， 

(2) 存在 一 列 F 的 强 可 调 选 择 { 广 ,六 1} 使 得 

Fw) =d{f,e).a 2 1}.w EQ 

证 明 “DSO 假定 了 ARR Siz. > 
1} AX TAAA TR ee 1 a BE 
F: 

F Cw) = HECO) [| Slaa” Few € A 

Fiw), POF Am 

其 中 AL, = {we FD N Slan E BD). HEAL CAD 
依 引 理 1.3.3.0 TERA RCC X A 

Ane N {ew cl F Cw) N SCrm, 27) N GF BD} 

=A, (wo Few) VSG. 2 INGAAS EA 
因此 
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(GIs (WF le) 1G B} 
= (Aye FOS (a 127") NA GD U CAR N ETG E 

M Fy 为 集 值 随机 变量 . 于 是 , 依 定理 2. 1. 9 知 局 存在 强 可 
测 选 择 , 记 作 fae 下面 证 明 , 对 任 给 EE 0, (Fw) mn > 
1} SBF Pow). E r E Fw) BaD 1, 必 存 在 xz, E x, 
no 1} 4 ee, oal 过 2" 从 而 FCGw) A) S227) E 
DO. 于 是 由 Pe EI Sele) E Sans 277) ,从 而 
fe) —a2l < tte — ay l + Ile. all <2act 
EKIN Fun (tH) ,m,n 之 1) PAGE Fw) (2) 得 证 、 
“(2)=>(1)” 若 存在 了 的 一 列强 可 测 选择 {f,,n 1) 使 
得 . 

Fiw) = d{ fan., hwe 
WAFER EX AF fe 一 六 Co l 均 是 可 测 的 , 故 
d(a,F(w)) = inf{ || z — fw) fon 1} 

是 可 测 的 ,从 而 依 定理 2.1. 3 a ALE . 

[H] 满足 定理 2. 1.10 条 件 的 强 可 测 半 值 函数 列 也 称 
作 集 值 随机 变量 F H Castaing 表示 , 上 述 定理 为 集 值 函数 可 
测 性 的 证 明 提 供 了 非常 方 古 的 工具 . 

推论 2.1.1 P,P, 为 集 值 随机 变量 , 则 

d) d(z,FGw)) 可 测 (z E X); 

(2) A(z, Fw) 可 测 (x EX): 

(3) || FCw) | 可 测 ; 

(4) SCF. Ea) 可 测 ; 





(5) a(x" ,FGw)) 可 测 (z* © X*). 
iI Fw) Hcl (fw) on 1) Fw) Sl fo cw), 
ne 1},F (wo) = dawna 1). UG 
d(z,F(w))= infid(r.y).y E Few) 
= inf (d(x, f.(w))) 


h(a, F(w)) = supldiz,y),y € FCw)) 
sup{dtzx, f,Cw})} 
nal 


J| FCw) || = sup{ į æ || sx E Fw} 


sup || f,Cw) | 
a1 


OCF Cards Fy Cw) =, max {sup infd (g,+hn) ,sup infd(g, shy} 
ox" = supa(x* sfa Car?) 
MERER- = 
推论 21.2 REFF, 为 集 秆 随机 变量 ,a € RA 
CaF) Cw) = a+ Fiw) l 
CF, + Fw) = elCF, + F,) 
为 集 值 随机 变量 . 
证 明 RF) =i fo) ne) Fw) = lg, Cw), 
aJ 1)4F,(w) = cl(h,Gw).n 之 1) Il 
(aF Cw) = {af,Qw) a1) 
CF, + FF.) Cw) = chig, + A, Cen yn 1} 
BRAC RI - : 
推论 2.1.3 若 下 是 集 值 随机 变量 , 则 coF 也 是 集 值 随机 
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变量 . 
证 明 OR Fw) = cll fiw) on 1) > 


U= ff = Dake kA ARR. Je = Lm 
>1} T m 
WU 为 可 数 集 , 旦 显然 有 co e) = Hf, E UL AE 
coF 是 集 值 贿 机 变量 . 

定理 2.1.11 设 ( 人 0,A) HM SAX 为 任意 度量 空 
A. Bihan Sl) 为 一 列 集 值 随机 变量 ; 则 Fe) = 
ol ÜF, w) 为 集 值 随机 变量 . 

证 明 “由 引 理 1. 3, 3, 对 于 任意 开 集 避 短 并 ,有 

FOG)= (wel( UF lw)) GF Ø) 


= (ws (UF) NGØ) 


=Ü tw Fw NGA DEA 

故 下 为 集 什 随 机 变量 

定理 2.1.12 设 (@,A) 为 可 测 的 空 闻 ,各 为 Banach 的 空 
EF.: O > PaO 为 集 值 随机 变量 .车 F) = 
cla( UF, (w)) E Pry X) Cw E 9), 则 下 为 集 值 随机 变量 ,其 中 
cl, 表示 给 据 扑 意义 下 的 闭 包 - 

证 明 ”类 似 于 定理 2.1. 11 的 证 法 ,只 是 此 时 要 用 到 定 
理 2.1.8, 并 注意 到 在 弱 折 扑 上 与 引 理 1. 3. 3 相应 的 结果 依然 
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RE- 

定理 2.1.13 设 ( 人 ,A) JaW. 为 可 分 的 度量 空 
TF, + Q 一 P(X) DREIER. M Gr AFD € A x 
BOX). 若 进一步 区 是 完备 的 , 且 存 在 c- ARNE WERA, 
12) 为 完备 的 测度 空间 , 则 但 ,为 集 值 随机 变量 ,特别 地 ， 


(ws AF, w) = BPE A 

证 明 REA 2.1.6 MIG) CA XK BOX) el), 

而 显然 有 
Grr.) = f Gr(F,) 
“ 故 前 一 部 分 结论 成 立 . 4X A AOA, O 为 完备 的 c- 有 限 
测度 空间 时 ,同样 由 定理 2. 1. 6 TOP, SL. 特 
别 地 ,我 们 得 到 
tw, AF.) = D) = Pral (QX XING FO) E A 

定理 2.1.14 (Q.A) AT Ss YX Aaah Banach 
AEA F: O PX) 是 集 值 随机 变量 4 = 1,2), 则 9 
F, 也 是 集 值 随机 变量 ， 

证 明 。 依 定理 2.1. 7 FF, 均 是 强 可 测 的 ,对 于 任 给 
闭 集 C TXB 

Fi w) = Ftw) N C.F] (w) =— Flw) 

则 Fs ,Py 是 强 可 测 的 ,从 而 依 推论 2.1.2 知 所 + FS 为 集 值 
随机 变量 , 故 有 








{wd E FY tw) + FP (w)} 


= {wd C0 + P< D EA 
(APES w € QF n N Faw NCES 4A 
OE Fy Cw) + Ff Ge) 
所 以 . 
CF, N FOC) =w, Pw) Q Fw) N CED) 
={w,0 E Flw) t Faw EA 
BOF, N Fi 是 强 可 测 的 ,从 而 是 集 值 随机 变量 . 

定理 2.1.15 i€(Q,A) 为 可 测 空 了 ,和 为 可 分 的 Banach 
空间 ,+ O—> Pi(X) 为 集 值 随机 变 景 (n > 1), 则 站 ,为 集 
值 随机 变量 - 

证 明 ” 依 定理 2. 1.14, 任 给 之 1, F, 是 强 可 测 的 , 任 
AHATE CTX, w E€ Q, {k Fw) HRPE D Frw) ne 
FO HARMER m D1. FCO) NCE, A 

(AEDO = A AFIO EA 
故 NF, 是 集 值 随机 变量 - 

定理 2.1.16 设 (Q,A) 为 可 测 的 空间 ,和 是 有 限 维 
Banach 空间 ,F.: Q ~ P OO 为 集 值 随机 变量 , 则 AF, 为 集 
值 随机 变量 . 

证 明 fF REX Boe RARE 2. 1.2 dle.) 
是 可 测 的 ;从 而 {ro 0 Stra) 4 DO} = wdi, Fa) Sa} 
EA BAX ARH. UWS 是 紧 的 , 故 类 做 于 定理 


“2 


2.1.14 及 定理 2.1.15 可 证 下 列 两 结论 成 立 ， 

(a) ER m D L, (ws Fwd) N Saya) # BE AG 

(b) (AFO Ea) =A F Eaa) € A. 

由 结论 (b) 得 知 {w,d(z, NFD <a) € ABP der, f) Fa) 
是 可 测 的 ,于 是 依 定理 2. 1. 3 知 NF. 为 集 值 随机 变量 . 

定理 2.147 O.A) 为 可 测 空间 .已 t Oa Pua XO 为 
集 值 随机 变量 ,有 Fe) CF, Cw) Cw E Qn > 1), 则 AF. 
为 集 值 蝴 机 变量 . 

证 明 ”首先 证 明 任 给 + € X,a ER, 

CAFD Sa.) = fF Eea) 

显然 ,左边 包含 于 右边 ,假设 ww NF O Cz,2)), M F Go) 
N Sa) Æ Sab). Amis, E FN Saed. 由 于 
(enn 1} CF Cw) E Poa X) RAEI en kD 1), 使 得 
(WW) an > za, ATT ko € A F.C), ETIE x. © 35Cz ,0), 即 
CAF we) 132.0) 4 DO HAT. ATE, Y 
集 值 随机 变量 , 故 CoP) pM Mi PS (ze) 关 OD 
CA Faw)? N Tero A 8 BAMA a EI. BAF. HEE 
BELA Heda) op AT Ea Sra) E ARB 
diz, AFO 可 测 , 则 依 定理 2. 1. 3 知 ÀF, DRALEN . 
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PERE 2.1.18 0.4) AAT Mas H. X Hy aT 3} AY Banach 

空间 ,0: Q-» R aA 生生" 出 
Flw) = |r E X, rT Salw)} 
Filu = {rE Xr > Paolw)} 

均 为 集 值 随机 变量 . l 

证 明 HEM VE XaER S 

r= inti zx > E Sly,a)} 
下 面 证 明 
(w, Fiw) N Sod = 2) = wallwa) <r) 
显然 , 左边 包 傅 于 右边 , 假设 we (w, Fie) N Sye = 
名 }) , 则 依 引 理 1.3.3 知 w E w, Gan SG.) 48}, Ht 
Gw) = {z E K, € r,e D> A alw)! BAe, € Sly,a), 
(HIB <a" say > <olw) Air <olw), Mw (wolw) < 
n ;因此 知 右 边 包 会 于 左边 ,所 以 有 
(wd Cy F (ed) > Oo (wow) <r} CA 

Md F) Ba MH. Min Fi 为 集 值 随 机 变量 . 

定理 2.1. 19 O, A) 为 可 测 空 间 ,X 为 可 分 的 Banach 
FELE: 一 POO 为 集 值 映射 , 并且 有 任意 给 定 x* E 
X* Cr" F 是 可 调 的 ,如 果 下 列 两 条 件 之 一 满足 

(1) 天” 是 可 分 的 ; 

(D A w E Q, Fiw) € Puai X), 
WWF ARANE . 

证 明 为 证 F WRAL. REE rE xX, 
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dir P 可 测 ， 下 面 按 定理 所 给 两 条 件 分 别 讨论 : 
CL) AX? AAT aE ARTE ae nel} AX” 的 闭 单位 
球 的 秽 密 点 列 ， 依 定理 1.4.9 及 推论 1.4.3; 任 给 x CX 
有 
d(z,F(w)}= Fw), trh) 


=max(0, sup (rr alr", F(w))) 
Px" RSI 


= mex (O,sup(< Taek > — olr; F Cwe))) 
故 dz 和 是 可 测 的 , 则 三 为 集 值 随机 变量 . 

(2) QU Fw) E P(e E O), MAREM 1.4.9, 
alz* ,FCw)) 存在 关于 XX* FE Mackey Hth Xt XD 章 义 下 
BASE wa FU as) HEI 1.4.2, 46 Br E XA 

ala Fw) = HLF Cw), {zx}) 
=max{0O, sup (< rf £ >— o(x4*,FCw))) 


a" fsa 


= mex(0,sup(< r} ja > — o(2,,F(w))) 
+ sæl 


Bed (2.F) AL GTP RAR. 
$2.2 集 值 随机 变量 的 可 积 选 择 空间 SI 
在 本 节 及 第 三 节 中 ,除非 特别 说 明 , RIEBE A, 


为 有限 测 度 空间 ,六 为 可 分 的 Banach 空间 
首先 ,我 们 给 出 基 值 可 潮 鲨 数 广 : Q — X 积分 的 定义 及 


基本 性 质 . 区 值 简单 函数 Fw) = >) aa 的 Bochner 积分 定 
i=1 
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SAF 
| fax = Dy tH AD 
BS: Q 一 可 测 , 如 果 存 在 简单 沙 数 列 { ,wn 之 1} 使 得 
| imf 1S. — Fide = 0 | 
则 称 了 为 Bochner 可 积 的 ,此 时 定义 了 的 Bochner 积分 为 
| fap = lim Í fap 
Q noo! 2 
WAC AEM 
| fan = | afan 
下 面 我 们 说 明 上 述 Bochner P4 i E LS fh BB 


(LA as ARREZ BEng 1) 为 简单 
RRI ARE 


imf Uf. Flldn =o 
aso! 从 
lim | ie 一 Fian = 0 


则 显然 (| Adenan | adam > 1) A X H Cauchy 
列 ， 

A . 
[Po) n HAR 
lg tw), n 为 偶数 
则 易 证 { | dp 之 1 为 X 的 Cauchy 列 . 由 于 时 是 完备 的 ， 


Raio) = 
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而 | dun 1}. ¢ | ender 1) ya | hann i; 的 
子 列 , 故 有 

lim | fade = tim | hide = limf gdy 
这 就 说 明了 如 果子 为 Bochner 可 积 的 , 则 它 的 Bochner 积分 唯 


定理 2.2.1 f+ Q—> X % Bochner H R HAY 
[Fl de< oo. 


WRA W, Diestel and Uhlf29 Jp. 45. 


KY X 值 可 测 函 数 的 Bochner 积分 有 以 下 性 质 : 
D # {fal <i < m}Bochner 可 积 的 ,a; € Ri <n, M 


Mas 是 Bochner 可 积 的 , 旦 有 
f Easan = Sal fam 


(2) 车 ftw) 是 Bochner AP (Asli n) 为 4 的 
可 测 划 分 , 则 


(3) 车 ftw) 是 Bochner 可 积 的 , 则 - 
1 [ feel < {flan 
(4) gu: Q—~> RNR BR MITER EXA 
| wc sdr =F | ucan. 


设 
DEQ A wk] = (f+ Q>X,f 4A BWA Bochner 可 
积 } 
则 EQ, A, 2X] 为 Banach 空间 , 范 数 定 义 
WAN = | few) de 


在 不 致 引起 误解 情形 下 , 简 记 作 LLOQ, X]. 

M eLA, pX] 表示 和 可 测 集 值 随机 变量 全 体 , ERR 
引起 误解 情形 下 , 简 记 作 [RX 沿用 $1.2 记号 , 记 
Karol X] = (F E [QX] Fw) E PoralX) ae} 
Fooua [OE] = (F E [RX] Fw) © Puno ace} 

定义 2.2.1 PMP KC AL 和 和] 的 可 积 选择 空 
he | 

S} = {fF ENN), fe) € Fiw) ae. y) 
(2.2.1) 

定理 2.2.2 EFE [RX] mS L, X] 的 闭 子 
k. 

WA ferS h E Sh A si er Ome 
E1O,X ], AUTRE. fE > 0. 

riw, || fa — FI eto 
H— HE FETE FI Sd Se 1) 使 得 
limf, Cw) = fiw) ae. 
kefo E F(w) ae. ;所 以 了 EE S}. BHES A L'[Q,X] 中 
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ATR - 
定理 3.2.3 Bre ofOXLSAS WE on 
1) T Sb (FR * 
Few) = hif Ged. = 1). 
WEAR OK FE RE 2.1. 10, AF FEA MY eR ig, 1) 使 得 
F(w) = clig,(w).n = 1} " 
HF Eo AT BRAY» BFE TE O BY BT BCH] MSS} (A, ot 1), 使 
得 ACA) < ce MASP A SMR LE StS 
Bia = (wom — 1S ged || Sm A 
fm = Ie aiU) + Tuia Cw) Gomak 2 1) 
TSA TE Fines Jom k 22 1} C Sp, B 
Flw) = cht jae) jm 2 1} 
推论 2. 2.1 WF, E ACA, X], Sh x Sh, HSI 
Fi) = Flw) Cae.) 
HERH Sk, 一 Sh 
证 明 “必要 性 ”显然 . 
“FRE” A St = Sh, 关 多, 则 存在 (fw) C Sele.) T 
Sh,» fii 
Flw) = elif, Cw) nS 1} 
Fltw) = clig,tw) rn 2 1} 
所 以 Fu) = cl Sgseaen 1) = Fw). 
”定理 2.2.4 HPF EC eR, X] ifn el} C Sh E. 
Fw) = cli fi. 2 1} 
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则 对 于 任 给 了 E Sp Re > 0. FEO BY BT MU ATP RST AL ee 


A,) ,使 得 
| # — Da kali |: <e 


证 明 不 妨 假 设 f(w) © Fw) (w EO). Ret QR, 


使 得 
[ees 


fy 
By = tw, || fw) — fiw) i] < plw)} 
(w, || fe) — fe) < ow) )\ UR, 


B, 
Bl (Bao > 1) 为 中 的 可 测 可 数 划分 . 


由 于 fll Fl da< cos iiet n ë 
Í, [FI du < Ê 


IM: Me 


i 


t . E 
j 1A lds $ 
8: 3 


A 

A=B Ut U B),A;=B, (2<j<n) 
P eae 

WY (A, A.) AO BO BTR Pa >, E 


IS Eusi h= Dj, Peer — few lde 
rt . i=} i 
+ Dfew fiw dx 
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= | eae + 5 


+ 一 中 十 1 


| Cf + Nf) Dae 


< $ + $ + 7 =E 

定理 2.2.5 i8 FaF; € [RX] Sh Sh FOF Cw) 
= clF w) + F, Cw). W Sp = el CS}, + SE) 

证 明 AAS A Sh AD BOFETE Se l) CS? 
Rifi 1) CSR ARR = cl Sit SLE, = lA = 
1). 于 是 ,有 

Fw) = elCF, Cw) + F,Cw))} 
= cl{ fit) + fos(w) sts j 2 L} 
WS E Sh Re > 0, RER 2. 2. 4, FETE O fa AA PR) ot 
{Ap} REER ty tee tet ,jn 使 得 


| 大 一 了 Xe 人 Pa 一 fae) | 1 sé 


Be S} Cel S$, + JOLT cl(Sh, + Sh) C Si ERM - 
定理 2.2.6 BFE #(Q,.X],5) 4% Sa € RM 
St; = aSk (2.2.2) 
证 明 EA. 
定理 2.2.7 FE wlO,X].SEA SLE: Q RWE 
-A F M l 
Sly = és (2. 2.3) 
证 明 HPS SM = Er © Shita ES C Sh 


反之 ! 若 g SFA, = (w, E] > 1,4 = fw, 
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E(w) Æ 0) W f(w) © SF: 定义 

gw Ew), wE A, 
fw) = | (n 2 1) 

fiw), wE A, 

MHES n lefa € SoA 

giw), wEA, 

fle), wE A, 

AWF wg AW gu) = Ow) Fw) 二 0, 所 以 

(wy || EF) 一 gw) || #0} C ANAT 
但 因为 UA, = A, A, 单调 增 , 则 知 
piw, | EF Ce) — gCw) || #0} E ANAY 一 0 


ef w) = | 


由 于 IERD 一 有 ro) 用 [E(w] || Fe I] © 如 所 以 


[MEF = gow) h duo 


BP IEA — glim 0 EATE © Sh TSS? AA A a 


E Sh. 


定理 2.2.8 RFE un, X], oF) Cw) = coF lw), il] 


coF € a9, X] E Sk A o. 


Shr = coSh (2.2.4) 


其 中 56Sk 表示 在 LGX Hye A. 


HERA iE Go) = coF Cw), A F E p[ 人 ,区 ], 故 存在 


(an 1) 使 得 Fw) = cl fw) yn 之 1). 令 


U = (ge = Sasa 20 ABR. a= 1m 21) 
i=] 


i=] 
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则 GGw) = cleo) ,gS 上 U), 因 为 0 中 元 素 个 数 可 数 ,所 以 知 
Ge lX]. 

依 定理 2.2.3, 取 上 述 {fn 实时, 则 知 U CSR. AE 
HS E Sip = S56 及 之 0, 依 定理 2.2.4, 存 在 全 的 可 测 有 限 
划分 44 A) Rigi ge) CU, E 


IF- Deg <e 
依 刀 的 结构 可 知 存在 正 整数 am。, 使 得 到 = Sat ALES 


n) Aa, 0, > 一 1. 于 是 


i=l] 


A ua me 
y 548. > Ta >> af) 
=i k=l i=] 


> (aa 9 Gu DL Sts fa) E coS} 
£ t=1 


所 以 三 E coS}, 即 知 Shp C coS}. 由 于 Sh C Sky iii Ske 为 闭 
ye fircoSk C Shp. 定理 得 证 . 

推论 2.2.2 HFC MAXLS AS MWS EAA 
1024 F 几 平 处 处 凸 ， 

证 明 ” 依 定 2. 2.8 可 知 ,5} 是 西 的 等 价 于 SSs = Sh AT 
依 推论 2. 2. 1 知 引 是 凸 的 当 且 仅 当 cGF = F(a. e. ), BNF JLF 
处 处 凸 ， | 

M223 FRM COLTON] ET BES 
fiof,€M RAC AYA, t Xh EM, 





定理 2.2.9 RM AL'(OX] aba fae WM 是 可 
分 解 的 当 且 仅 当 存在 E R, X] EM = Sh. 

证 明 “充分 性 ”显然 . 

“必要 性 ” M ALLOX] 中 可 分 解 的 非 空闲 集 . 首先 
OX 的 可 分 性 ; FETE (fot 1) CO LOX), eG X = 
cli f,(w) ne 1). G 

a, = inf{|| f;—g ll ise © MI 
Heo Sl} OMAE WA gy llim oid 
Fw) = dfg i j 1} 
WW E E eX] Fig St = M. 
A S E Sh, kE 2. 2.4, FEA 的 可 测 划 分 人 
) Bethy ssh} C lepi 之 1}, 使 


| £ Dh |, <e 





TEM 是 可 分 解 的 闭 集 , 故 > rah © MATES © MEL Sh 
TM. E ， 
(HE SLAM FASC M,4EAAA4T DO 及 > 0， 
ER we AR 
inf || f(w) ~ gi,(w) || > 8 


HES 
B= AN iw, | fe) — fw < $, 
RIH eB) > 0, 
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g = Taf T aggy j 1 
Wie) CM,Hweé Bat 
| fe) — gC) i 


> | fae) gl — few — Aide) tp > zè 


所 以 
lf: — gyll Oo 
2 PA gylla | fi g lla 


= Í, | Alue 一 2,003 |d 
一 | | fC) — giud || dz 
8 
2 yt HUB) > 0.5 > 1 


从 而 lim | 一 g la> eH e) WPT TE BESS = M. 

定理 2.2.40 HEP. LLOQ. XII RAK (O.X ) Pal ape 
的 非 空 在 界 闭 集 凸 全 体 , 则 它 在 Hausdorfi 度量 意义 下 完备， 
HHA F on 1) Oe (Sh or 1) Hy Cauchy 列 , 则 
FEF E rX] t 

S(S} Sk) > 0 

证 明 Man St} WP-LE'LQ,X 4] H Cauchy 列 - 
由 于 
Ps HQ XJ 二 PLL LO, XI) 
mi PLETO, Xj] ze Hausdorff 度量 意义 下 完备 , 故 存在 型 E 
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PCLO, XIJ 98 OCM,,M) 一 0. 依 定理 1. 2.6 知 ， 
M = 站 U M, 
PRU M € Prel LCS, X]], BNE Pral A[X] 的 完备 性 - 
EH BM, = Sh , 则 依 定理 2.2.7, 存 在 FE o, 


XJ AEM = Sh, HAA OSE Sh) 一 0. 
$2.3 和 集 值 随机 变量 的 积分 


定义 2.3.1 BFE AXLE 的 积分 定义 为 

| Fae = {| fap st © Sh) (2.3.1) 

a o 
其 中 | fde 为 了 的 Bochner 积分 . 对 于 任 给 4E A, 记 

| Fan = Fede = {| fdas € Sh 

其 中 
Flw)wE A 
Olwg A 
车 | Pan 关节 , 则 称 严 可 积 , 若 | | Fee) | du < co, MRR F 
可 积 有 界 . H LOX] 表示 可 积 有 界 的 集 值 随机 变量 全 体 ， 
如 同 超 空间 的 记号 ;下 标 了 可 换 成 fc. bse, whe 等 符 导 ,表示 
在 相应 的 超 空 间 取 值 的 可 积存 界 集 秆 随机 变 重 ( 见 第 -- 章 
$1.2). 


定理 2.3.1 FE [9X] PRY Awd, Fw E 
EA (®. 


Fýatw) = | 
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证 明 “必要 性 ”着 TR Sh ED. BES SPM 
dQ, Fw <d,ftw)) = [fil € £4 am 
“充分 性 ? A> g(w) = dO, F (w)) Fw) = cl fw) sn 
Lto fa 可 测 ; 则 
gw) = inf 1 Facen | 
取 正 值 随机 变量 w) 使 | au = e> 0.4 
A = {ws [Ah] < gCe) + bw} 
A, = fw, | F.C) < ew) + Ow NCU AD 


An = 1 为 的 可 测 可 数 划 分 , 令 
ftw) 一 Da (wd few) 


则 
[1A ldu=5;f hla 


< Df, edu + | cody 
= | gan texo 
由 于 f(w) E Few) we, AY IL de< kf E Sh 
从 而 知 534 非 空 . 
定理 2.3.2 FE pn[Q,XJ, 则 | Far Eng. 
WEHA HPF Cw) E a[o, X] MSi AL OX] pie, 
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依 Bochner 积分 性 质 易 证 | Fau 3t. 
定理 2.3.3 WF FF 为 可 积 的 集 值 随机 变量 , 则 
a) af cokdu = col Fdp, 
Q 9 
(2) al | (F, + Fide = cl | Fida+ | Fdp). 
a . a o 
证 明 (D 首先 依 定理 2. 3 2,cl | ,55Pdz Sy PR AV 
cof Pdu Cc el | coFd x 
另 一 方面 ,对 于 任 给 zxE | Fd 由 于 Se = OS, 所 以 存 
在 7E DSH iir = | dp. ES E oS MEE SE 
Sh te f= Sal, EA z= | fax = Dal fdr € 
00 | Fau BS © 5654, 则 存在 {fn 之 1) C cosh tE Il fy — 
f li 1— D0, BPEL AZ 
= f fax = lim| fide € cof Far 
即 证 (1) RE | 
(2) 依 定理 2. 2.4 WISH oe, = Sh + Sh. AT BEC) 
RE. 
22.3.2 PQA, O AMES. RAC 和 为 产 的 
原子 集 , 如 果 A(4) > 0, HER BE ABC ARBA WCB) 


=0 RAAB) = 0 两 者 之 一 成 立 , 若 产 不 存在 原子 集 , 则 称 
+ HAE RT H - . 


* E E 。 


定理 2.3.4 WE EC AWXLS: A ERT N 
al f Fax Yng. 
EM Bayz € cl | Fau Me> o RES S ESE 
| z, 一 f fdu t< G — 1,2) 
HERRENE A= XxXxX 
KA = Cf fides | pam 


因为 上 是 非 原 子 的 ,所 以 cltrCa) ,4E A} BX XX pR, 
Wi rs) = (0,0) 故 对 于 任 给 14E OD FFE AE AL 


| ra — ar(Q) 过 = 
从 而 1rCAD 一 G 一 Dr) | <4 FR 
. co 
| | | fae 一 à | fan | = 天 G = 1,2) 
E S 
| | sar- ql — 4) | fae |< (=1,2) 
& f= tah t+ defo WS E Sh A 
far, + O — Ale, 一 f fdp 
Q 


i 


Jax à f Adel + al fan- f fanl 


Ia = Ar AA | fade I 


+ 


baa | fade | farl 
a va 


中 
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E E E eE 
Sigt taasta E 


因此 cl | Faye HM. 
推论 2.3.1 AFC +O NI SPAS hw RAE TN. 
el | Fay = el | coF du (2.3.2) 


证 明 ”由 定理 2. 3. 3 及 定理 2. BE. 

N33 BKCXERK MPR. Beye KA 
存在 上 E (051) fer + OA ty CER MA zy € 五 , 则 称 
ERK 的 端子 集 , 4E = (ot HAS, RR a OK 的 端点 
(extreme point). Fj ext K 表示 的 端点 全 性 . 

称 Banach 2 fa] X HA Krein-Milman #£ A KMP) , ae 
对 于 人 尾 给 AC PAA, A 

A = colext A) (2. 3. 3) 
定理 2.3.5 ”我 们 假定 设 和 具有 KMP;, 忆 GE jr[Q,X]， 
Sr FO Sr E OH 是 非 原子 的 ; 则 有 


r» 


a f Fdp = af ext Fd y (2. 3. 4) 
Q a 
证 明 ”由 推论 2.3.1 W: 
at | extFdu = cl | to(extF dye 
Q 
ii X Ha KMP, il] F = cotext#) (w € 0) ,定理 得 证 . 


定理 2.3.6 设 X 具 KMP,y 非 原子 ,F © nl, X] Sh 
AD Soar HD WITHER F © Sh Bee > 0 FE E E Share 


idg- 


使 得 
| | an 一 sanl <e 
证 明 ”由 定理 2. 3. 5 知 ; 
f fdk € cf Fdp = cl | ext Fal ze 
Q ü ü 
即 可 证 明 . 
定理 2.3.7 RPE «(O,.X].pw.2) OX X>R OH 
个 圈定 的 w€ Q 是 x EX 的 连续 函数 ,对 每 个 固定 的 x CX 
ge w © Q AX) By Hl oy Sy. M 
E(w) = inf{gw,x),2 © F(w)} 
&(w) = sup{plw, r), E€ Fw} 
均 为 可 测 函数 再 进一步 ,着 存在 ftw) © Sh, tk | p, 
万 (ons co, MA 
int | pw, fle) rdu= | inf Hweaxddp (2-3.5) 
a O rE Fiw) 


resl 


sup | Aw, fiw dyu = | sup Ww, rd (2.3.6) 
is O O tEFiw) 


Fresh 


证 明 ”由 于 FE€ RX] TEE X (A ，， 
n> 1} 使 得 fw) = cli f,(w) 2 > 1}. 依 定理 条 件 可 得 
E tw) = infp(w, f,(w)) 


é Cr) = supptw,f,(w)) 
所 以 所 ,后 均 可 测 . 
由 于 各 (sy <elwsf (wd). 故 | san 存在 旦 有限 . 又 因 
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y E(w) < Kw fiw) Cae, f E SERRA. 
| kaoyan 和 int | pu, fled. 
a resien 


下 面 证 明 对 于 任 取 8 >> | dr BES E Sh | gw, 
ftw dp < Pe RA. 1} C AeA) < wo, APO, 政 
piw) > 0, | padu < co， 任 给 n 之 1, 定义 
B, = A, fw, Kw, few) > n) 
及 
An pen, w € B, H ete) > 
Ew) = —n+ pw, we B, Bele) <a 
pw folw)) + 2, we B, 
BUELE) C D é Cw) 4 & Cw) (ae ) 所 以 存在 mw, 使 | Edt 


< 有 令 Ew) = (ze), 则 | ecwyde <8 A fw) < 
Elw) Ca. e. » 

因为 Fiw> 一 el 六 (oo 六， Tig infecee, fr (ew)) = 
Cw) < E(w) (ae ) ,显然 存在 可 测 函 数 gtu) ,使 8(w) E 


Fiw) Hew gw) S Fw) Cae. ). 进一步 ,我 们 定 交 ， 
C, 一 A, Nn (w, \ giw) i <n} 


及 
f= KaU) + tof Cw) yn 21 
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AE EHIS ge Se 


Wife 21}C S.A 
| gw ,ftw dr 


= | pw, TIA + | grow, fF, (wide 
C, A 


< | eewrdp + | cowie — $00 Ide 
A 


r 


因为 | Sw Ide < RC, A Q, 故 存在 某 一 ” 关 ORE | Sade 
< f. 
oe ESR AVA 


re gl 
TESE 


_ 同 理 可 证 关于 上 确 界 的 等 式 也 成 立 . 


定理 2.3.8。 BE pLQ,X], 则 FF 可 积 有 界 当 且 仅 当 5} 
A DIX] RR AK 

证 明 ”由 定理 2. 3. 7 知 

[Few fda = | 
La 9 ESE AE 
定理 2.39 BFE pX] S Ag we © xX". 


sup | zll du = sup| if idx 
Q #6 Ftwi . tes} o 


有 
OCLs | Faw = faa yay (2.3.7) 


证 明 ”首先 由 推论 2, 1.1 知 z(z" ,有 可 测 (xz EX"), 
恢 定 理 下 3.7: 有 i 
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f cz ,dp | sup < ri t> dp 
a , 


Gre Fiw) 


= supi Zr" Fw) > du 


resit t 


= sup < r" ,| flw)au > 


resi 
~ ox", | Fd). 
i Q 


E2310 iF ELOX], (A, 1) 为 的 可 数 
FT WARIS) M : 


— A 
| Fan= >) Fae 

= {Ost € f, Pan) 
”证 明 显然 | rarc >I, FadpC (Dla, E Í, Fay). it 

az] ‘7 a=] Sin 
wE Í. Fdy(n = 1), MEE C Sh, fi x, = J. fd nn > 
1). & fw) = D ta fD, M] fe) E F(w) (a.e.),H 
z=1 
| Hew) |l du< | | Few) | du< co 
4 a a 
所 以 2% = fs Guddu € | Fan, iig 
í 之 Ens En € | Fan an f Fap 


故 结论 成 立 , 定 理 得 证 . 


*150+ 


TO Bet ae 


由 于 FF, € LQ,XJ WORF.) < VFI + 
|F, Gest [ ere. Faw de < cc. 记 
ACF, ,FF = ROEA (2.3.8) 


WRIE AC, O Æ LX] 上 的 度量 ,; 即 满足 : 

G) AUF, .F,) 2 0.ACF,.F,) 一 0 SHR Y F, = F, 
(ae. J; 

(2) ACF, F) = ACF Fi); 

(3) ACF .F,) < ACR Fa) + A, F), 

定理 2.3.11 FoF, € LO,X] ,由 

del | Pidpa | Fao LAE, F) (2.3.9), 
证 明 ” 任 给 /1 € Sh , 依 定理 2.3.7 有 


inf || | fide- | fdp < inf | ffi — Sy ll de 
9 a resp 9 


ES 
= f iof | fw) — zl de = | df (w) ,Faw dp 
Q rEF, p 
< ACF, F,) 
从 而 任 给 z E cl | Fdp 有 
dix,cl | Fede KAP Fy) 
同 理 可 证 , 任 给 > € cl f Foda 


d(y,cl Í Fado = ACF, FY} 
总 
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HOC, O 的 定义 知 定理 结论 成 立 . 
定理 2.3.12 BFF, CLOT. 
OSPF SF) SAP, E) (2. 3. 10) 
WAO HF 
Sh Sh) = sup{ld(lg Sb) — gS lg € LQ,X)} 
而 


dig StS inf | ge — fw) dp 
fe sp 


= | int | ecw) — z lidz 
` Q7EF, 


= | ecece Fw du 
所 以 有 


CS Sh = sup pÈ (gw) Fwy de 


eeLTIAX] 


| dg tw) PF (wid pz | 


< sup | [dg (Cw) F, iw?) 
FE 

一 diegu) FC) {edge 

= | sup din F w) — dle, Paw) dn 
(ee 

= [ac Fd = ACF, Fy) 


定理 2.3.13 {zF eF; € LIOQX]. 4 
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BCel | Fauci | Fdn) <3(S}, Sh) 
kd Q 
证 明 HeC, OMSK RRS | 
I [fee — [fda < | A FN du 


(2.3.11) 
即 证 . 
一 般 来 说 ,对 于 可 积 有 和 界 集 值 随机 变量 ,定理 2. 3.12 中 
可 取 到 完全 的 小 于 号 , 邵 
SCS Sh.) < ACF), F,). 
例 2.3.1 EX = R,CO.A, = ([0,1]. B0, 1]; ADs 1 为 
[0,1] 上 Lebesge 测度 , 令 


F (x)= Eir +1) 
F,r) = Cest] ` 


则 经 过 简单 计算 易 得 


OCF (2) ,FCx)) 二 1 1 1 
grt gy sts 


1 
AUF) = SOFO Fa) di = t 





MSH SHI = | r+ D ilde = 43 


定理 2.3.14 RELF E LLQ, ] S 


A= {w. sup dle, Fiw) sup d(a,F,Cw))} 
z€F, tw] re Fy iw) 
则 | 
ACF, sR) = OS jae Skyad 二 OCS Pf) 
M uCA) = 0 BR ACAD = 0 BY, ACF, Fy) = OSH, Sh,» 
证 明 h AUF) = | aC Fa 
= | oF Fodu 
+ | Si Pdp 
= SCS hsa Ska) 
十 人 CS pa Sha) 
到 证 第 -- 个 结论 成 立 , 第 二 个 结论 是 显然 的 . 


定理 2.3.15 《LI 8,X],4) 为 完备 的 度量 空间 LILO, 


XPL X] LOX | 的 闭 子 集 , 因 而 也 完备 . 


证 明 {RX fi Bochner A RRs LO. A 的 完备 
{EIEH T E LAO, X]. A) 是 完备 的 , 依 定 理 1. 2-10, 定理 


1.2.11 易 证 后 一 结论 成 立 ， 


仿照 X 值 简单 函数 的 定义 C$ 2. 1) ,我 们 称 具 有 如 下 形 


AM RARE F 为 简单 集 值 随机 变量 
Flw) 一 Sra wC 


HPC € PAK {Aol Si<a} CA HO PARR MRP. 


显然 简单 集 值 随机 变量 己 E LAX] iE 
Li[Q,X] = (F € LIQ, X] 
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FF EE fal BG LE SUL oe 1) ACP.) 一 0 
则 
LOXI CWO, KIC LR, X] c LHO, X] 
HFEA 为 可 分 的 度量 空间 , 故 不 难 证 明 取 紧 凸 
值 的 简单 集 值 随机 变量 全 体 稠 密 于 LLX] 但 下 列 的 例子 
表示 取 阅 凸 值 的 简单 集 值 随机 变量 全 体 并 不 一 定 稠密 于 
L}LQ,X]. 
例 2.3.2 设 ([0,1),B,p) 为 [0,1)》 上 的 Lebesgue 测度 
S fa], WER we € 10.1] RK Aw De 27" Hp w, = 
0 或 1， EX Pt Q> P,P) 如 下 : 
Fae s {rE P, |r| <1, < ae >= 0 S1)} 
Be. > 1) We! REE. 首先 我 们 证 明 若 ww 天 
w MSR) Fa} =L EXE A ww Wye 
n> lw, “Aw, Rew, = 00w,= 1 ake € Fwd a 
lee — xl? = de? + dal? > 1G € Faw), 而 显然 
OCF Cw), F(w'}) <1, OCF (we), F Ge’) = 1. 
HR HER c= (aa E E AF 





d(z,F(w)) = limd¢ >) ae,, Few) 
a i=] 


而 < DS ae; FCw)) CER AIL (A — 19277 22-7] A = 1 29 
r=1 . 


LEAR BML d(2,.FGe)) MRAM. Mil Poe) E LLQ, 
B, 2,27]. 
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最 后 , RHA Fang LO, B. F] RRR, 则 
F(w) 是 几乎 处 处 可 分 值 的 , 即 存在 闪 E B, uN) = 0 Riut) 
[0,1], BFC) b> 1) ERE OR FRET Fw), 
wË N) {ER w E N 使 得 也 天 we > 1), MUSA k > 
l, 

8CF Cw) F Ge} = 1 
AHF) PEF Eww N) PR. A 
F€ LifQ,i7] 

定理 2.3.16 设 FELIQ,X],f € L[Q,X]. WF € 
Sh HHRH | flee d | Fdu (AG A). 若 X" 可 分 , 则 上 述 
BP ER F E LO, X] 也 成 立 ，. 

证 明 “必要 性 ”显然 . 

“Pape” HFS DLO,X], METRAR Fn > 
1} ,使 得 

limA(F,.F) = 0 
Am AEF) 的 子 列 ( 不 妨 仍 记 作 1,}} ,使 得 
(EF, w) > Faw) (ae) 

所 以 存在 入 E AON = 0; 及 {Csi 21} C Py OO), TF 

(Faw) wE N} = eC pi 21} 
HE AWAR e IAL. AFX a ER SR 
wJ = D 为 (3 的 可 数 稠密 子 集 , 依 是 集 分 离 定理 ,存在 xi 
EX". fifi 


lo Yy > Gy oe) Gj 21) 


Arias on 1) = tod if 1) MES we Nia © Foe) 4 
ARS 
rr Fw)) aD (2.3.12) 
假设 SE 5},; 则 存在 整数 2 BAS AMA) 0D, 使 
L Sw) > aa, Foe) Ge € A) 
TEF 
< | fae >= Ta) > dp 


> | dlrp Ero) dye 
« 4 
= ola; | Fowdy) 
aA 


Mati | faut cl | Fam PR. BELLS E Sh. 
若 进 一 步 X" MA Bas on 1) WX? 的 可 数 稠密 子 
集 , 则 (2. 3.12) RARER F E Li[Q,X] RY. | 
推论 2.3.2 FE LR, X] E LR), MF € SE 


当 且 仅 当 | fae Edl | Papa EAN 

证 明 ”根据 推论 1. 4. 2 , 任 给 zw E Or EF 当 且 仅 
当 

所 并) 

其 中 {zx2 sn De 1} WX" p Mackey 拓扑 意义 下 的 稠密 子 集 . 其 
余 的 证 明 与 定理 2. 3. 16 完全 类 似 . 

推论 2.3.3 BEF, CLONER HERS 
满足 : 


(a) FaFa € L[O,X], 
cb) X* 可 分 ， 
o) Fy F, E Lel, X], 
A Face) = Felw)la. e) 当 且 仅 当 任 欠 AEA A 
cl | Fide 一 al | Fide. 
证 明 ”综合 定理 2. 3. 16 ,推论 2.3. 2 及 推论 2.2.1 易 
HE. 
定理 2.3.17 Wj: PeO 一 五 为 定理 1.2.14 所 定义 
Ke Agee F E LLCO X] 则 
C1) Faw) = jF @w)) E V, D]; 
(2) 7Ccl | Fae = (B) | Fev 
证 明 O) AFFE LEEQ;XJ, 所 以 存在 简单 函数 列 
(Fon 1} CLL[Q,X], ACK, FP) > 0, 于 是 存在 子 列 {F， 
A> 1} 使 得 
(Fa > F Ce) 
所 以 
CR) — Fae) = oR yw) 六 co) 
+O Ge) 
TH RE Fa (ed 2 1) yD PR RR Re F Cw): OD 


是 强 可 测 的 . 因为 | F de= | Fw), {0} dp < o> ith 
F e LĒ, D]. 
(2) HED. ED MEE, iE w E R) CD A 
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(B) 一 | Fdpz E Dy. 
ün . 
当 太 为 简单 函数 时 , 易 证 jC Fdo = CB) | Fan. 对 于 
— A EF 1} TLL, X] A Bees, HACE, 
F) — 0.0 
全 (cl | Fadel | Pa >) 
A 方面 ,由 j: POO > D 的 性 质 有 
| <B> | Fae — (B) | Fae f 
<Í |F,- Pl] da= Í SCE, Fydu = ACR, F) +0 
` g a 
而 由 于 任 给 之 1,j( | Faw = (5) | Fede AA 


j f Fdp) = (B) Í Fdyt 
ü 2 


$2.4 和 集 值 随机 变量 的 条 件 期 望 


从 本 节 开 始 , 在 本 书 中 , 除非 特别 说 明 , 我 们 恒 假定 (9， 
At) 为 完备 的 有 限 测度 空间 , 飞 为 一 可 分 的 Banach 空间 . 首 
5038 th X {ff Bochner 可 积 函 数 条 件 期 望 的 定义 与 基本 性 质 . 

RFRA Fo ROOFS E LIOA Xl 如 果 存 在 六 
EWEA g E LRF, X] (HAE F. 

| fae = | gas 
we eA ETF F RAR ate ELF] 一 2. 可 以 证 明 
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ABa #8 20), 定理 2.5) MPFR E LRA, XL, 


ELf/F] 存在 且 唯 一 ， 
X 值 可 测 函 数 的 条 件 期 饮 具 有 粹 下 性 质 : 


D x E X,Fla/F] = x; 


(2) # K H Banach HSS, € LQ Aye XS: 


fala. e)a W) 
tae. 3 
(2 F € LQ, Xj | ELFEFIN = ED || FI /FI 


ELA SF] = EF f,/F] 


Cae. 3; 
(4 ¢,€ AC] SLi sin 


有 {fi CBO A a X] 


BO Met /F] = So 86/84 
(5) 设 开 | ,FE F. Had- RRC EZE CA, TE LES, 
Awe XJ H ELE] XF E, 可 测 , 则 
E FIE, ] = ELIF] = ELF /F;] 
ELELF/E /EY = ELF/F,] = ECECA/P I. 
在 给 出 集 值 随机 变 基 条 件 期 望 定义 之 前 , 先 引 入 一 些 记 
B.A AF oe RRP ES AOA XISL SA A ip 


SF} = {f € OLO,Aws X], d) E Fw) tae. 33 
| (2.4. 1) 


Ch? 
f rap- Cf fintes ean 


BIR SCF) C Sh |. Fay or | Fae SHA) = Sh, [Oras 
= | Fee. . 

定理 2.4.1 PEERS + OWE TA 
Be BE Bi ELF IF] E #({Q,F.4,.X], 465 

Shrew (PF) = chi ELS/FI,7 € SE (2.4.3) 

其 中 上 式 右 端 的 闭 包 取 DLO, ERI Ah 

WRR iM = (ELS /F).f € Sh). MAES. 因为 1 
EFSF ff, € ShA 

aE E] + XE. /FI = Elta, + ta /FLE M 

PLM KFE AAEM. AGIEIM 也 是 关于 下 可 分 解 的 ， 
BD cLM 为 EQ,F s XI 中 非 空 可 分 解 闭 集 , 依 定理 2. 2. 9 及 
推论 2.2.1 RUE FE ERE — fy ELEF] ©. a QBs X], EG 
Shr = clM. 

定义 2.4.1 WEE MONS Se 

Shire) = HELLSIF]S E Sh 

所 唯一 确定 的 集 值 随机 变量 ELEF] < LQ; po ARR 
FF 的 集 值 条 件 期 望 

定理 2.4.2 FELA, mX] WEC/F]E LILO; 
AX]. | 

证 明 AF CLHO.N] USHERS AR. HEA E 
L Q,X] I ELEÆ]I = EL fil /F] or uk cM = 
cLHiEL S/F ].S E Shi $79, BP Skr (PF) 为 非 空 有 界 财 集 ; 所 以 
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ELF/F] € LQ;F, ps X]. 
定理 2.4.3 AFE LLQ;X], 则 ELF/F] € LAEQ;F， 
X] 
证 阴 RA FOL Pa PL Sr HOR, 从 而 容易 证 
BA Skee OF) 也 为 凸 集 . 依 推论 2. 2. 2 ELF /F] E L}[O,A, 
BX |, 
例 2.4.1 GF E pg[Q;XX],F = (0), Wie XM 
ELF/F] = xia"! [Pax 
定理 2.4.4 FERA] SA SWE x eX, 
有 
E| dix, Fiw) F] 2 d(a,ELF/F])} (ae) 
(2.4.4) 
EA ”首先 由 定理 条 件 知 ,不 等 式 两 端 均 为 F AT 
积 实 值 随机 变量 . 由 于 A EF, 有 


| aa Pw dpa | inf dir y)dy 
A vE Fiw: 


A; 


inf [|| 2 — few) ll de 
festa 


inf | EL lz — fw) | /Fldp 


al 
FES; 


Vv 


inf | lz — BLF/F] | dy 
fresh A 


= | inf HT yd 


A vtE ELF/F 
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= | d(x, EL F/F} dp 
4 


PB ELd(2,F)/F) > d(r,E[F/F]) (ae) 
定理 2.4.5 iF FiF, EL}[Q;X]; 虽 
OCELF,/F]E(F,/F]) < EL8(F F) /F] (a.e.) 
证 明 G = ELFE], G, = ELF, F] WV ACF, 


有 
| supd (2 ,G, dese | sup Eldir, FE ld 
A EG EG 
= sup | Eld(f(w) F,)/Fldu 
ESS, A 
= sup Im Pijdu 
FES, 
= sup | dELF/F], Pan 
fESp a 
=| supd (x, Pidp 
AEF 1 
同 理 可 证 


| supd(y Gdn < | supdy, Fd 
AG, AEF, 
HEH 2.3. 14 同样 的 方法 即 证 任 给 4 和 FE, 有 


| 8G Godes | 8P, Foday 
= | ETAF, F/F lds 
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所 以 
CELF / F], E(F,/F)) SECO. F)/F] (ae) 
推论 2.41 BFS ARX]S E D AHATE X, 
有 
A(z, ELF/F]) < Ehte, F/F] (ace) (2.4.5) 
特别 地 , | ELFE] I SEL IF YF] Ged 
证 明 A(z, ELF/F]) = ET x/F], ELFE D 
< El, FE] 
= E[hir, F/F] (a.e.) 
特别 地 取 x = 9 时 ,有 
| ELF/FIY = AO, ELF/ED 
< EDAC, F/F] = EL| P/F) te.) 
HE 2.4.2 APL, € LOX] i 
ACELF,/F],E[F,/F]) EE ACR, FF) (2.4.6) 
证 明 ”对 定理 2. 4. 5 EEF OM . 
推论 2.4.3 HFE LX] WEB AC ELA 
| TELA] auns] Pode QAD 
证 明 ”由 推论 2.4,1 易 证 . | 
推论 2.4.4 HE LAX] 
|ELF/F]| < ELIF {/F] (2.4.8) 
其 中 [Fil Cw) = infi | x |] zx E Fw}. 
证 明 这 是 定理 2.4.4 取 x = 0 的 特殊 情形 . 
推 沦 2.4.5 HF .F, E LITO,X), m 
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Sel | Fady, | Pade) < AUF, ,F.) 
Q 


证 明 ARK FF = 1.2), p 


(2.4.9) 


Tp l S 
ELF./F] = IR G= 1,2) 
所 以 
ACELF, /F],ELF./F 1) 
= | BCELP EY, EUF F ap 
a 


fi 


= | ÊRI) al | Fidp. p(Q) el | Pad peed pe 
vO it] : Paty 


aca | Ridpscl | Pydjo 
a o 


由 推论 2. 4. 2 EM ATER] . 


定理 2.4.6 HAF, © COX] Sh S} 4 OM 


ELF, + F,/8] = ELF UF] — EUF,/F] 
证 明 RAR Ae PP A EA E22. 
Shorr tE) = cHELS/F :fF € eles! + Sho} 
= CHER SE! + EIFL A € Shots © Sh) 
= cliSh pe F bh Shr, (F)) 
= Shee oj terre lE) 
由 推论 2. 2. 1 BRB UE . 
定理 2.4.7 BEF © L[Q,X] Ew): R— R HF 可 测 
且 一 数 有 界 , 划 
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F[é+ F/F] = £ + ELF/F] (2.4.10) 
证 明 ”由 于 Sh = ESH 所 以 
Shes P= cl ELESE], © Sk} 
= cl{éELI/F1,f € SE} 
下 面 我 们 证 明 
cl{EEL S/F], S E Sh} = Scl{ELA/FJ],F € Sh} 
(2.4.11 
BRAWAAAW- WifnwSl} Cc Sh € VLOX]. 
| FELS./F] — fll. 一 0 那么 就 存在 子 序 列 ( 不 妨 仍 记 作 
(Fahd, ETE 
| FEL S/F (ce) — fle) 一 0 (a.e) 

A A = {wlw 40} E F, id 

E= Xafs t Aah Bl 

B= Xa + Xv ELA /F 
Wien 21} CS. TÆ i Ele, F] SEL P| Flos 
1). 由 于 

| £le./F]—gll +o te) 
所 以 由 Lebesgue 控制 收 襄 定 理 知 || ELen/F] — g ll, > 0. mi 
显然 有 了 = Eeit = Fe E &cHECS/FI.S E Si) AWE 
”会 左边 . 所 以 (2,4, 11) aa BLA 
Skerm E) = Skee lE) = Shy (F) 
帮 ELEF/F] = ECF /F]. 
定理 2.4.8 BFE LOX]. 
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E[coF/F] = cokLF/¥F] (2.4.12) 
证 明 ”由 和 定理 2.2.8, 有 
Shemer E= cH EL S/F]. € Shp = tosh} 
= co{ELS/F],f € Sk} 
= coSh ry (F) 
= Shr F) 
所 以 E[coF/F] = coELF/F]. 
定理 2.4.9 #F eLO, F, X16: Q>Rt -RA 
界 且 可 测 , 则 
ELéF/F] = E(€/F]+F (ae) (2.4.13) 
特别 地 ELF /F] =F (ae). 
证 明 ” 依 定理 条 件 知 ELE/F IF € LAO F 5X), 1G 
证 明 





Sieve (FP) = {ELI/FI S E Sh} (2.4.14) 
依 定 理 2. 2. 3 知 存在 {fn 1} C SEE), ft 
Fw) =cl{f, (Cw) .n 21} (a.e) 
设 g € Shreve CF) g l 
. g(w) /ELE/F] D, ELE/F ](w) 0 
Ste) = | 7 
1 fiw), ELE/F l(a) = 6 
WWF E SE, Mitt E © Sle Bog = EDL/FIF = ELEF], F 
EAG. 4.14) 式 右边 包含 左边 . 
H g € (ELS/FI.S E Sh}, 则 存在 FE Sh i g = 
ELOP/F]. HEH 2.2.4,6>0, FEO A TWA RB 
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[LAs 


A, } 5 fE 


if — Stahl <e 
四 而 


ELEFAE! — ELE. S xaf E] Ny E 
e.l 


ey. E Shen (EY 
所 以 


= EFF © KernF) 
PEOL 14) 式 左边 包含 有 边 ,(2.4. 14) 式 成 立 .定理 得 证 . 
S 定理 2. 9 中 (ve) 的 非 负 性 假设 …- 般 不 能 去 
为 [5 EAE Lebesgue 测度 空间 汪 = 
ACO hw) =I 


o LLC) & Te 


oo is Hw -L 
Eca) = 4 
| l» 于 TI 
my ELSPAEJ = [一 


4 [— 1,1], Hi EIE/F]- F = | 





定理 2.4.10 EF CECA, Fe L[QE, 4X] m 
Stree (FD) = cl{lELg/F jg € SHE) (2.4.15) 
证 明 AEF 2. 4.902. 4.14) 中 取 Eo) = 


三 1, 则 有 





SHE) = (ELF/F].S © Sh} 
于 是 
Skrag F= cHELS/FL4.f € Sh 
= ch{ELELS/FI/F, 1, € Shi 
= cl{Elg/Flig € SHEF)) 

2.4.3 定理 2.4.10 中 六 (zw) 的 凸 性 假设 一 般 不 能 去 
fi. ROA, 2) 为 非 原子 概率 空间 ,BE =F = {2.0}. Fw) 
= (0.1) C R, W Sipe: = (ftw), ftw) = aa E [0, 
1d). iit 

cliF[e/F, lg € SPD} = {f C0) =0,4,00) = 13 

定理 2.4.11 @FCU0O,X].F, CECA. M 

ECE[F/F J/F] = ELF/F,] (2.4.16) 
WRA $ = ELF IE M 
Skrea g (P= cl{iELg/F jg € SECP)) 
= Cl ALELS/F I/F, ]./ € Sh 
= ch ELS/Fi.7 © Se} 
= Skee FD 
定理 2.4.12 BFE LX] MLB A CEFA 
cl | ELF/F laj al | Fai (2.4.17) 


HEAR Rg © Shean E AUP TELS 2 1) Sh HR 
lg ELF] ||, + 0+ Ares 


| edu = lim] ELF,/F Jdu = lim] fade € cl f Fay 
A HH re E A 
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Bp al | ELPEJan Ca | Fav. 
BS E SEM ELSE] € Sipm(F), 因 而 有 
| fae | Bley € a | ELE / lap 
所 以 cl | Fdz C el | ”ELF/FJdk. 定理 得 证 ， 
定理 2.4.13 HF C LLX], m 
el | EIF/F lap = ol | Fay (AE F) (2.4.18) 


证 明 ERM 2. 4.902. 4.14) p ELF/F] 代替 三 , 取 
Fw) = 1, WE i 
Skema E) = (ELS /F], f © Skra? 
所 以 


[ELF Pan 1 | ELA/F],f © Skerm) 
= {| farf © Show) 
一 | CPPFJan 
再 由 定理 2,4. 12 即 得 
cl | ELF Plax = cl | Fan 


定理 2.4. 14 FFE LLG] N ECF] h FRE 
RE: i 


cl | LFF dp =el | Fdx (AGF) (2.4.19) 
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A ELF /F] € L:[Q,F,4;X] 


证 明 HFC) = D yaC EPLO (i 
ind 
n). W 
ELF/F] = Py ECx, /EoC, € L[Q,F, 4X] 
i=1 


B(A) CLO: | Ae RRA. E LGX] R. 
ACE) — 0 
则 由 推论 2.4.2 知 
ACELF,/F), ELF /F])) <= ACr,.F) 一 0 
所 以 ELF/E] € LiLQ;F ,Ax;X]. 
Rik fete GC CLL yX] tA ACA 


el | Can = q] | Fan 
则 由 定理 2.4. 13 WB ACA 
dl | ELFE An =d f Gdp 
所 以 依 推论 2. 3.3 A Giu 二 EE[F/F1Cw) Ca. e. ), HEPES 
iE. 
E2 415 AX 可 分 :FE LLG; X] m ELF/F]E 
LDO: F, pX] 由 
cl | ELF/F Jde = cl | Fan (2. 4. 20) 
唯一 确定 . 
证 明 类似 定理 2.4. 14 
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定理 2.4.16 GX HARP E CQ MEA A 
EF, . 
[Carriage = | ELE Play = | Pdu j 
(2.4.21) 
证 朋 HFX ASTE E [QsX], 所 以 欲 证 等 式 中 
的 三 个 积分 均 为 弱 紧 丁 的 , 因而 是 闭 的 . 由 定理 2.4.12, 
2.4.13 可 证 明 . 
推论 2.4.5 AX ARK 可 分 :FE€ LLX]. m 
ELF/FlIE LI LQ;F ,A XX] 出 
| ECFE Jay = | Fay (AEF) (2.4.22) 


唯一 确定 ， 
定理 2.4.17 EX WD as nl) WX 的 可 数 秽 
BER E LLX] M | 
BUFF] = fir € X, cee > 
sg Eleri, FE]; Ce)! 
WEAR SE, = oo ENE E Dig 
Ga) =f (z € X, < ar > ELEF] (w)) 
网 GrG = F @ BCX), FREM 2.1.6.6 € pO.F pX]. 
于 面 证 明 
SLF) == cli EL S/F]. € Sk} 
ES e SLE ne. 


Lrt ELF] > EL< al, fo /F] 
a ELF] Cae.) 
PRL ELF/F] € SLOP). 
RZ. Le SUF), ARE 2. 3.7, TEA LRA 
EF.A l 


ALa | fda o> = [ <a) fle) > da 
vid Ji 
< | ES/F Jde 
A 


fond 本 ` 
= | td sup | < nog D> dn 
va ee sie al 


= ox), | Faye 


从 而 可 得 


_ 7 (F; f 
| fdp e€ o] | Fan:=el | ELE /BE ld 
Jo wal a 


出 定理 2.3.16 AAE Shay kB. 

EX EERIE SLOP) = chi ATERA © Sib ED 

Cow = EF Gey Cae.) 

- 注 ] AEX ORO PEF E LILO). TERRE Fag 
AYR ial on se 1) OX, Rb PRE RT PR AR Se. 

M2418 KS LTQIX] 则 任 给 > € -有 

Elolx* P/E} = ola" ELF/F) (ace) 
(2.4, 23) 

“4X nl Spent. ATEN © A. BIND — 0. fiw EN ot, EAE 


er en a 


PER 2° E X 成 立 、 
证 明 由 于 任 给 4€F 有 


| Elot2’ ,F)/F]dp= | ata" F)dy 
vA A 


= sup | <x’, f > dp 
A 


FES 


= sup <r’, | fan> 


resl 
= glr“ vel | Fdyp) 
A 
而 


| ocx? ,ELF/F Dd rr dy: 


| sup 
A rE ELF/F? 


= sup | <2. f> dp 


FE Sir 


= sup <2", | fdu> 
A 


FE shr 


= sup <i x’, | fdp > 
A 


sesh 
= gelr" sal Í Fdp) 
A 
MRACKE A 
f ote ‘EL F/F Ddu = | Ele(x’ ,FF dr 
A 


Bl o(2* .ETF/F]) = Ele(r*, F/F] (ae). 
EX WSR Rat eS 1) 为 X* 可 数 稠密 子 集 , 则 "之 


“fas 


LEEN, € ALAN, = 0,8 wg N, 时 ,有 
ote, EL F/F]) = Elotr; , F)/F] 
AN = ÜN. M ACN) = 0, HE wE N 时 ,n 之 1 有 
alzi ,E(F/F]) = Efo(zr; ,F)/F] 
FEB CX af kia an Blaze’, 
Wwe N 时 ,有 
o(2* ,ELF/E])= limo(a} ELF/FD 


= limE[ siz F) E] 
keo 





= ELlime(zy ,FY/F] 
Boon 
= Elo(x* ,F)/F] 
故 结 论 成 立 - 


3 2,5 集 值 随机 变量 序列 的 收 敏 性 


定义 2.5.1 BUF en> 1} C A[X] FE [QAX] 
FEAF SLAM SHE. hoa Pu eA RAPS 
§ 1.5 相同 : 

(1) (K. M)F,—F (ale); 

(2) (KOF, > F (ae); 

(3) (MDF, >F (ae); 

(4) (OF, > F (ae); 

(5) GF + F (ale); 
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(6) (AF, -> F EAE’ EFO — 0; 

(7) COF, =F Mesh sh) > 0. 
EPG PREF, FP} CLO, X]. 

定理 2.5.1 9 (K.M)F,— F (ac), fll 

(KF, ~ F ACME, + F (ae) 
定理 2.5.3 ODF, F (ale), AA RR CK. 

MOF,- F (ae) 

定理 2.5.3 ERPF E pe (QO: X] MEF E 
(a. €,) 当 和 目 仪 当 CR)F, + F (ae), 

定理 2.5.4 TEA Schur fH (AVP, oF fale 4 
RIK. ME, =E (ae). 

定理 2.5.5 FCF, > F RKF, -+ F. 

证 明 MEHZ. 3 1248S Sh) CAC, F) EB 
得 证 . | 7 

定理 2.5.6 AF, > F, Mial | Fede ol | Fay. 

证 明 ”由 定理 2.3.13 知 eil | Fadesa f Faw < 
ACF. FY. SEIE- 

定理 2.5.7 HDE, 一 Fla.e,), 则 存在 NN © AN) 
= 0, fw N hf 

or FA ear" Fiw) 

Eir e X*. |X | = 1} E-H. 

证 明 th OCF. = sup jale". Ea - sa’. F| Bp 


l+ a1 
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iE. 
定理 2.5.8 EOF, > F (a.e.), 则 xzEX 有 
d(zx,F,)—~dz,F) (la.e.) 
证 明 OCF.) = supld(z,F,) — d(z,F)| 即 可 证 


定理 2.5.9 FAP, FA oe, 五) 一 0 Ml 
HF F) Dec} 下 

证 明 BA. 

在 实 值 随机 变量 序列 收 剑 性 的 研究 中 , 一 个 很 重要 的 结 
论 是 实 值 随机 变量 序列 的 上 ,下 极限 均 是 可 测 的 ,下面 我 们 讨 
论 集 值 随机 变量 序列 的 强 ( 弱 ) 上 ,下 极限 的 可 测 性 . 

定理 2.5.10 假设 {Fn Sl} C AX], A s- 
lim supF,,s- lim inf F, 均 为 集 值 随 机 变量 ， | 

证 明 ” 依 集 列 上 极限 的 性 质 定理 1. 5. 11 知 

s- lim supF alw) = Oel CUF, (Cre) ) 

故 由 定理 2.1. 11 及 定理 2.1.13 Gs lim supF, 为 集 值 随 机 变 





RER FRADE RNA 
s- lim inf F, (Cw) = fx € X,limd(x,F,(w)) = 0} 
RF dir, Fw) RF ce Xj .w C QU MEZA X 
BX) 可 测 的 ,因此 
CTCs- lim infF’, ) EA & BUX). 





于 是 依 定理 2.1. 6 可 知 * lim ink, 为 集 值 随 机 变量 ， 

定理 2.5.11 (Fena 1) Cel] HEEG: Q- 
P(X), ii Fie? T Gw) (a lw E OM 

w-lim supF, 

为 集 值 随机 变量 . 

证 明 fE eE n, FRG Cow) mx EO 
扑 限制 在 弱 紧 集 Cw) 上 是 可 度量 化 的 , 故 

w- lim sup¥, (w) = N u Y Frew)) 

MAREM 2.1.12 REM 2.1.17 Hw- lim supF, 为 集 值 随 
机 变量 . 

定理 2.5.12 Win > 1) CHOX),WAREA 
R: Q Pia (X) AE Fw) C Rew) (nw EO, 


w- lim supF, 
为 集 值 随 机 变量 . 
证 明 ERE PS 1, 念 
Fiw) = F led N Si, p) 


则 Fz 为 集 值 随机 变量 . 由 于 任 给 = 上 关 1,p 关 1 及 如 E 品 ,有 


Few) C Rew) 门 S€0,~) € Pau OOD 
Ox HEE 2.5. 11 知 w- lim supF? 为 集 值 随机 变量 . AATE 
#8 1.5.18 知 


w- lim sup, Cw) = U w- lim supF? 
Ae p=] Ho 
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ASABE . 

FEE 2.5.13 HEX’ BASH {Fn 1} C aX], 
则 w- lim supF, 为 集 值 随机 变量 . 

证 明 ”出 椎 论 1.5.2 知 

w- lim sup¥, (w) =U A chek Pa Ce) AFO, AD 
4 Gay = cht U Fat) N S00, p>), WSS (DIF EBB 2.1.11 
的 证 骨 , 对 于 任意 弱 开 集 了 O A, Gae V) E A. AGr (Gna) 
© AX BOX) HER 2-1. 6 FO) Cu 为 集 值 随机 变量 因 
此 ,ww lim supF, = UO Gap 为 集 值 随机 变量 ， 

定理 2.5.14 iF Si} CC aR], 

F =f lim inf, 5 f : Q — X 


O AFETAR, WEE X (AT AO Son 1) A F 


AS Fy CEE » IBC), (re) -= f Cw). 
VEARRSCGEAM nk = 1.4 
Le) = (2 © Few), |z fe) <ddftw), 


Fw) + 4) 


”显然 Lfw) E PAX) (lw EO). HF d(x, F wD SF 2 EX 


连续 , 关于 w CQ, Az A K BOO 可 测 的 , 故 
AC f(w) E wD 是 可 测 的 ,因此 二 元 函数 

Pwr) = || z — fw) | — ad fw), F,Ge)) 
RF x € X ER. KF w COR, WAR A X BCX) 可 测 
的 . 于 是 





Gri, E A X BOX) 
故 瑟 为 集 值 随机 变量 . 依 定理 2 1.9 BL, ERRAR 广 ， 
BI (dw) E F,(w) Bil 六 Goy fh < dCfGe).F,) + 
4S 1,w € Q). (AIRF fw) E Few) = s lim inff, w), 


故 d(C f(w),F, Ge) > 0, Auk. oS, 一 定理 得 证 . 

定理 2.5. 15 Mm RRR, n> 1) CAR; X] F= 
s- lim ip 人, 之 1 为 二 的 一 个 Castaing RR MAFA X 
fH BRO kA Slane 1) ES Re Sl, 
(0k > 1) F, 的 Castaing 表示 ,并 且 任 给 和 之 1, f” Go) 
> £ Cw), 

i Akl RE. 5. 14, ee ne hg? 
Ay OF, AYA EE. Be Cw) > fw), FEBS 
Leith? 22> 1} HF, 的 一 个 Castaing 表示 ,定义 

FP (we) = 着 
hE” Cw), Bk > on 
MARIES FERREA 1 (k eo F, By Castaing 
ER HALE eS 1 一 FO wd, 

FEM 25.2 PREMIER F 是 可 数 简 单 的 .如 果 存 

在 全 的 可 数 可 测 划 分 [4,7 Se) Cn 1) CP, CX), fi 


得 Fa) = S) aE 
a=] 


定理 2.5.16 FE pl QiX5, iy 
CO Reg ay Te ASE AL ER Pe la E9, 


R9. 


PA PIPA ORY oe 





XJ AEB w © OF Ge) 为 有 限 集 ,使 得 
(K. MOF, Cw) — Fw). 

(2) ”存在 可 数 简 单 集 和 随机 变量 列 1G. T LAX] fe 
得 CK. MIG (a) = Fe). 

证 明 CD LFA 1) 为 上 的 Castaing RI > 

Fw) = {f (wv) par flav) } ; 

FER nS LX ET RE. ERT AX (aT 
Big. e7). MER Laisa ef 


sup |} fled — g tw) | cb 
LEN n 


EMF (we) = [glws BIR F, Ay EBA 
BOF, Ge) WARE- FEK. MOF, Ce) > Fe). 
AG FP Ce) 1) 为 单调 增 的 , 故 
lim inf Fy(w) = Faw) 

BESS nS F) C Fe) Cw € 2), fT Pw) PR, 
PATI 132 5 FUSE » HT LA w- lim sup Fw) C Fw). 于 是 

CK. M) Fy Cw) — Fiw) l 
{T r E Fa DRE». E FC, RG) yo r WKF, ew) 
的 定义 ,存在 1 SiG) <n, By = fined. Ba, = 
gi (ee) RS) 2, — re Mie E s- lim init’, Go) «iF (re) C 
e lim inff Ce). [BAR i gto 2 1k 1} 的 取 法 ， Ik Fics fe 一 


giP Cw) || = L, BE Ce) fan (te) = a. 国 此 fan tw) € 


“上 上， 





Fw) (k= 1), i Pe) 为 闭 四 集 , 从 而 也 是 弱 闭 的 ， 
Fiwd C = 1), BHE sw lim n sup¥, (w) C Fiw). 综合 所 述 
得 
CK. MOF Cw) — Fiw) 

-$ Gw) = coF,(w), Hep F, a1) pars, MIG, 
E ppl 2X], FAEK. MG, (w) > Fw). 由 于 Ge) 了 
Fw) ECD 所 证 结论 知 

Fw) C s- lim inf F {rw) TCs- lim inlG, Cw). 


Ae 


男 一 方面 ， 任 给 zx € lim sup, (ww) ,存在 ay 全 Guatw) ,使 得 





(way, x. FER AS 1, RIE = zr zj, 其 中 


Met 


&, © Faw) ag Lo, 


因此 存在 万 (wy © Few), lle, e || < aa Sis 
ne) :使 得 
= Sac, — fw) + SPAS) = pa + wo 


j=1 


BFO 0, Mw, = 2, 一 m BNE z :但 由 于 任 给 天 之 


lew, = Say (we) € Fiw), RR x © Foe). Mi AT LAUER 
w- lim supG, Cw») C Flw). 综合 所 述 即 得 (KK. MG, Cu) > 
Fw). 
定理 2.5.17 WX BARN. F:Q~P,.CX) 为 集 值 映 
射 , 则 下 列 命题 等 价 ， 
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型 Fr Te Ht wu- 


(1) F 为 集 值 随 机 变量 ; 
《2) ”存在 可 数 简单 集 值 随机 变量 列 ; 
(Fon 1) C Ml, Xj 
”使 得 (CK. MFG). Fiw). 
证 明 “(了 DD 之 (2)” 此 即 定理 2. 5.16(2》. 
“(2) 二 (1)” AFF, 为 集 值 随机 变量 ,所 以 我 们 任意 给 
Er E X,d, Fw 是 可 测 的 . BAK. ME, w) 一 
Fw), BARE RE 1.5. 24 SHE w E Q, imd (2, F,(w)) = 
dlx, Fw) L diz, Fw) 是 可 浏 的 . 因此 , 依 定理 2. 1.6 
知 下 是 集 值 随机 变量 . 
作为 本 节 的 结束 ,我 们 给 出 有 限 维 情形 下 集 值 随机 变量 
- 列 几 乎 处 处 Kuratowski 收 化 的 等 价 条 件 , 并 由 此 导出 集 值 湖 
机 变量 列 依 测度 收 货 的 一 个 合理 的 定义 及 基本 性 质 . 以 下 和 恒 
i X 为 有 限 维 Banach 空间 . 
定理 2.5.18 BF. > 1) CALX], F E ALQIX]， 
峙 下 列 命题 等 价 
(1) (KF, — Fla.e,); 
《2) #Æ#r E X limdte,F,(w)) = d(z,F(w)) 
(a. e. ); . 
(3) #Bze Xe >t Rr>0.4 
lime U ENEE) U CFF) Sar) = 0 
Hp eF = F + S(0,€),€F, = Fn + SC0,€). - 
证 明 ”由 定理 1. 5. 32, PH. 2.3 UAX HTAR E 
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(1) 与 (2) 等 价 , 下 面 证 明 (1) 963) 等 价 - 
“D>” CAF, Ww) — Fw ae. UKE 
1. 5-32 知 存 在 零 测 集 NN CARB wes NAY, CKOC ASF) U 
《Fe > D. A rE Xe > Or >0,4 
WW (ers zw) = Y UENF ad U CFE D US Crd) 
mw, (nc, E A AW erat OW. Er). 但 依 定理 


1. 5.29 存在 m > 1， (Gn > m Bf 
CF, NER) U GEF, D N S.r) = Ø 
MA wE W, Csr .z). HW, (esr, x) Z NA 


Wer) CoN 
BibLlim p(W, (e729) = 0.13) r - 
O DSA” BD = [ai 1 WX HREM 
4 
=U ü Aw, È rsz 
` . =l ot a= 
”由 于 (3) 成 立 , 故 
Ww AWG riz) = limeW,(4,r,2)) = 0 
PILL HCN) = 0. H wt N, mite > LiL 
wE Âw, ci b ok 


BFE i, 使 得 光宇 no Ht. 
(ENEE n) U F\eF)) N San = g 


+ ëd- 








BAR X YT ER ee L 5. 32 SICK F, Ge) > Fw), 因此 
| (K)F, >F ae. 


定义 2.5.3 GIF 21} CeQ XL FE e0; 


An) = [RAE U CFP DI (2.5.1) 
Aa KO = {w E R, Aan N KEA) (2.5.2) 
若 对 于 任 给 有 界 闭 集 天 < XX, 有 


MARK) +0 
则 称 F, ROMA FEOF, > F. 
定理 2.5.19 EOF, -= 下 (ae); RGF, — F. 
WRA ”由 定理 2- 5.18 中 等 价 命题 (3) RHE- 
定理 2.5.20 车 (DF, -> ,那么 必然 存在 (Fn 守 1) 
HOSP ak 1) CRF) > Faw) lee). 
WR syt, Sla <o, RK, E PAX), KA Xd 


了 一 1 . 


D. PCF, FES 1, FEE NL Neth ul AINK) 
”所 FRR 1) C (nj ,ny ,使 得 


S MARKO) < Sac co 
考 庶 {Fl 之 1} C {Fn De 利用 Borel-contell 引 理 
可 得 
ef Ü AKD) = 0 
e> 00K EPX) AEA > 1 lS ARE ce AKO 
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K AT 
i ASIK) C ARK) 
U Aai(K) cu ARKO 
于 是 
Ht Ü ARK?) 


<lime( U AIK) 
<el Ñ Ü ARK = 0 


WE CY ARO) 一 0, 所 以 由 定理 2. 5.18 知 
《下 一 下 Cae) . 


$2.6 。 全 值 条 件 期 望 序列 的 收效 性 


本 节 研 究 集 值 随机 变量 列 的 条 件 期 望 ;积分 以 及 条 件 期 
望 的 可 积 选择 空间 的 Fatou 引 理 及 控制 收 语 定理 , 拟 下 恒 设 F 
AA HF o KRM. 
定理 2.6.1 WF 1} CARX] F, $ (ae. ) ,5 
# Øz | 7 
| Fw) = “UR 
RF € #f0;X1,8 
ELF/E] = dU ELF, FD (a.e.) 
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证 明令 Glw) = CU ELF ED, US BED F E 
#95X],6 € AF,“ X). AERA 
Sk, CS Co CS 
Site (F) C Sher (FP) Co C SEP) 
HFE S E Sk WF a fw), F, w) 4 0Ca.e.), 而 
df ,FCw)) € D, itt 


in 上 入 一 人 ,一 f AFF, odn =o 


1 


seSp, 
are AUSH) SAA | 
Sk = A ÜS) 
同 理 可 证 o 
SEB) = CU ShenE)) 
AEA 


SELF/FICP) = ci Ü {ELf/F],f € ShD) = SLE) 
BIG = E[F/F] (ae.). 
”定理 2.6.2 BF. elo LTO; X], F, 4 (ae), 
Fw) =A F.wAzS wed 
则 
ELF/F] =(QELF./F] (ae. 


证 明 RME Cw) =A ELF/F], MA BRP E 
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一 -arr SRR ee I I Re EE i 


L},,[0;%],£[F,/F]} (@.e.), E 
| S = Ñ Shose =f) Shera (FD. 
对 于 任意 A € SLOP) hF fo E Shr (Poa 1). M F, E 
LLO; AXT. AA iT 
Shr mE) = {ELf/F], f € Sh) 
Ben > LEES E Sht 
ELA/F]= fo (ae) 
hE fot 1) GUSH OSH M Sh E Pue LOX) HF 
在 子 列 {A 1) :使 (wi)fs > FOR w, RARE LO, A] 
Pe ag Se AO. 由 LOX) HRA A ELF] = 
fo (ae). 由 于 f EAS = Shy BRE fo = ELF] € 
eran CF) , 故 证 
SLE) C Shreve (F) 
而 显然 可 得 l 
SLE) D Skrm(E) 

UAG = ELF/F] (a.e.). 

JE 2.6.3 RiFw 21) CH 全 而且 存 在 非 负 的 
$ E LHES n > 1,210, F,(w)) < Sw) (a.e.), 若 
o Fiw) = s- lim, infF,(w) Sh D 

ECF/F] Cs lim inf F,/F J (a.e.) 
WAAR fC 条 ,类 但 于 定理 2 5 14* 记 
Gitu) = {2 © Fw), Cry a ff 
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Kd( fw), Faw) + 2} 
HED 一 Feo) | < df Gwe) Fwy) + =a] . 


| Fw || = Fw) +1 
其 而 ia ftw) = Few) || = 9 Ged, fe X (se a 
EMM RCE. A 
ECFE LELED < || ELF/F] 一 EU. {Fill 
<EL| S.—-Ff I 下] 一 日 (a e.) 
故 ELS/F] E s- lim infE[ F/F]. . 
WEB g E Skrrwy(F), 存 在 {i S 1} C 全 ,使 得 
| ELf/FI— git, ~0 
从 而 可 到 其 子 列 {i,k 之 1) ,使 得 o 
elf/ -sl -0 (ae) 
i glwy E s- lim iaf E[F,/F] (a.e). EH 2. 2.3 易 证 结 
论 成 立 . 
推论 2.6.1 WF 1) CeO, X].(d00, Fw) ) on 
a1} —RA A Fw) = s- lim inf¥,(w) ,5S} x OW 


| af Fey Cs tim infd| Fude 

证 明 ”完全 类 似 于 定理 2. 6. 3 的 证 明 ,只 是 此 时 应 注意 
到 积分 意义 下 的 控制 疏 伍 定理 在 一 致 可 积 条 件 下 依 热 成 立 . 

定理 2.6.4 HFS 1) C LUX] FECE 
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Lial XJ (2G Fw) CG) alw € Dy 
w- lim supE(F,/¥F | 
C Elw- lim supF,/F](a.e. ) | 
HERA Hiei) AX pi Mackey 拓扑 mCX" ,X) 
EM FA Pe) C Gw) (n S 1, w E OD) 
o w- lim sup tw) C GC) 
”从 而 任 给 i 之 1 
of sw- lim supF,(w)) < olr; GW) € LI 
{FUR SERE 2.4.18 知 . 
alr’ ,E[w- lim supF,/F]) 
= E[et2; ,w- lim supF,)/F} 
ola; ELF, yE D = Elotz; ,F,)/Fl(a.e.). 
故 依 实 值 条 件 期 望 的 Fatou 引 理 及 定理 1. 5. 14(1) 可 得 
| lim supe(2x," ,ELF,/F) 
< ELlim supe(z;* ,F,)/F](a.e. ) 
< Elele" yw- lim supF,)/F] 
= alx; ,Ew- lim supF,)/F]) (a.e.) 
因此 , 依 定理 1.4. 902) SARE N CA, feg NN 时 ， 
Eae EX*, 恒 有 
lim supe(z2* ,EÇF,/E]) 


< ox" ,ELw- lim supF,/F D) 
故 依 定理 1. 5. 13 可 得 
w- lim supE[F,/F] Z coElw- lim supF,,/F }(a. e) 
定理 得 证 - 
推论 2.6.2 HF 1} C LLX] ARAGE 
Li,.(0;% ], 4 FG) C Glo) (Cn lw € OQ), Mj 
w- lim cupelf Fodp ef w- lim supF du 
ee a noo 
证 明 ”由 测度 论 的 知识 可 知 存在 外 的 可 数 可 测 划 分 
(A, Atl) 使 得 及 ,为 如 的 原子 集 , 妃 不 含 任何 原子 集 ( 见 引 
理 6. 2. 2). 核定 理 2.3.4 及 定理 2 6. 4 知 
w- lim supel{ F dp C Af w- lim sup? ait ft 
因此 , 仅 需 和 证 明 
w- lim supel| Fdr CC aif w- lim supF ds 
Reo B B no ; 
Sp BUA. 由 于 4. WRF PEC E€ Pr(X) 及 Cw E 
P(X), iw € A, Hi, A Ew) = Cyst lim supF’, (w) = 
C. AW | Ge | <1 GGe) || @ Sl). | Fl oe 1) 
supd(cl D7 H(A) | Ca || 1 — DCm — ca) 
BRK ERE 1.5.16 Blt — ce 时 ,有 


w- lim supel >) #C AC, Sw- kim supel| F dp . 
foc i=l 下 E 
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{AIR Ca C 的 取 法 显然 有 
w- lim supel $ u ADC, = Du(AVC, Gn 1) 
meno i=1 ' i=] 
任 给 x © lim supel{ Fda, DFE te ES) (A)Ci, 使 得 
nao i=] 
(sa, ~ Tim > co), HF w- lim supF, (tw) C Gud ATEI 
证 明 w lim supF, 是 可 积 有 界 的 , 任 取 它 的 一 个 可 积 选择 S. 
28, = UA. 
Vm = | fax 
网 (59y — 0, Atay + ym E | lim supFudP, 从 而 
re af w- lim supF,dg 
fi nce 
因此 
w- lim supel| Flg elf w- lim supF,d H 
ae B A mo 
定理 得 证 . 
推论 2.6.3 TRF 21) CLOX)], BRAG E 


LL[Q;X], #8 Fw) C Giwa > lw € ®, 
CK. MOF, (Cw) — F Cw), M 


(K. Myct| Fad u—> clf Fide 


证 明 ”由 推论 2.6. 1 BHC 2.6.2 Bae. 
ATA hE ERREF ARR, Rilke 
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引 人 下 面 的 概念 . OA m 为 测度 空间 ,F 为 A HF o- fÈ 
数 , 称 4E A 为 一 个 E 原子 ,如 果 任 给 如 CAA CAPE 
BEF 

BUA AMAA 

= MAA N BNAD U CANA BD = 0 
EREN 2.3.2. FE FAD: 

oD #F= (5.0) jA cA BF- BrYAM4AB 
原子 

(2) HEL CFE, WAAN Fo AM Ae BEF RT 
AY. AU y SE OF, 原子 的 ， 

Tf BK FA GE AAC Valadier(1047), #(Q,A,4) 无 卫 - jE 
FW FER F E eX] S # O, HA ELcoF/F] = 
ECF/F ia. e.) 

定理 2.6.5 Wien Sl} CUOX), AFAGE 
Lin lO; X] ÆT F- 原子 的 或 了 E L).[O;X], al 

ELF, /F]— E(F/F] (a.e.) 

证 明 ”利用 定理 2. 6. 3 定理 2. 6.4 及 上 述 Valadier 的 结 
果 易 证 ， 

定理 2.6.6 BF. 1) CL}[Q3X], 且 存在 非 负 的 
E 元, 使 得 

I Feed | < E(w) Care. CO) F, Gu) > Fw) (ae. ) 

则 
(OEE, /F] > ELF/F] (a.e. ) 
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GERRY FE n> olw) Fw) < Ew) 
(a. e. ), BASE 2. 4. 55 
d(ELF,/¥],ELF/F]) < ELF, F)/F] 
FESR AF AS o E bi Se BF . 
推论 2.6.4 BF on > 1) CAG] (FG) on 
1) 一 致 可 积 , CO) Fw) -> Few) (ae), iil | 
Cal F dp af Fady 


证 明 ”完全 类 似 于 定理 2.6. 6, 只 是 此 时 应 注意 到 积分 
意义 下 的 控制 收敛 定 理 在 一 致 可 积 条 件 下 依然 成 立 ， 

下 面 ,我 们 研究 集 值 条 件 期 望 条 件 可 积 选择 空间 的 收 化 
性 . 

定理 2.6.7 Wael CaA], 且 存 在 非 负 的 4 
€ ,和 使 得 

dO RAW = fw) Cn lw € Q) 

WA Shin intar FY C s- lim int Sire sF) . 

证 明 ARG Shin imee a A SO FER 

g E Siim iepr rE) 

ATEM 2.6.3 知 存 在 &, ES Ete pe) CE), a 


| galu — gd | S diglo), ELF,/F]) + 1 


< I g(w) || + do,ELF/FD + 4 


nm 


< |g || + Edo, F/F] + 4 





<= lace) || + ELEF] +1 
{ ll g.€ce) 一 有 Ce |] 1) 一致 可 积 ,而 由 于 #Cw) E s 
lim infE(F,/F |, lim tg. ell 二 0 @e). AMA 
lee elie 

所 以 ,g Es lim inis} ELF, wy), 定理 得 证 . 

定理 2. 6. 8 Bn 1) C AOX] dO, F) E Ln 
之 1), Dh 

s- lim supS kerri E) C Shim setr r P) 
TERA AE s- lim n super, mE 关 好. FEB E 
g€ s- lim n supokrs, mP 

MEFE E SE (PF). ER | f2— ell, > 0- 任 给 大 六 1, 


Rig. E Sha fk | A — Ele /FI i < 去 ,从 而 知 
| &Lle./F] — gi}, +0 
故 g € DIO;X] BFE k> 1) 的 子 到 (不 妨 仍 记 作 | Bik 
= 1)), 48 (DELS, F ]Qw) — giw) (a.e.), 因此 
gw) E s- lim supE[F,/F] (a.e.) 

BAR g E Shin pepe ey CF), TER | 

定理 2.6.9 HF on > 1} CLHX) AREGE 
Linc Q X |, 使 得 Fee) C Gt) = low € D, wW. 

w- lim - supSirr mF) C COS bruaim wr] F) 

证 阴 fag € w lim supSip (FP), 类 似 于 定理 

6. 2.8, 存 在 E Stas 


"195 。 





(w,ELg./F] > g 
因此 
g(w) € cow- lim supELgs/F] 
Cc cok[Lw- lim supF,/F] (ae. ) 
故 依 定理 2. 2.8 知 
& E COSk win wer OF) 
定理 得 证 . 
定理 2.6.10 Hon l) C UGX], HEEG E 
L3,,[0;X] 使 得 Fo) C Gw) (tn > lw € 0, 
(K. MF Cw) — Flw) (ae), EO, 0 RRF- 原子 的 或 
Fe 11,{2,X], 
CK. MSh CF) > Skyy (F) 
证 明 ”综合 定理 2. 6.7 及 定理 eoe. 
定理 2.6.11 Pn 1) c LOX] AEG E 
Lel; X] fE F.C) CGC) alw E M, (MOF, Cw) 
一 Fw). (ae), (0A, 是 无 F- 原子 的 或 F E LLCO; 
XI, m 
CK. MSh eE) — Shp F) 
证 阴 ”综合 定理 2.6.7、 定 理 2. 6.9 即 得 . 
定理 2.6.12 HF n PI CLAQX) WTAE ne 
1} -Hn FA (OF, Cw) — Flw) (ae). 
(She (FF) — Shree FD 


- 196 « 





TERA 由 于 CY 一 下 (ae), { Il F, il „n= 1} 一 致 可 


积 , 故 
lim| 5CPF ED)au = 0 
a 


meee, 


依 定 理 2.3.12 及 定理 2.4.5 知 
GCSErp CF) , Sherr CF) 


= ACELF,/¥F ,ELF/FJ) 
<A F) = [IPoP ar 


故 定理 得 证 
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第 三 章 。” 集 值 随机 过 程 的 一 般 理论 
§3.1 全 值 随机 过 程 的 定义 与 性 质 


HOQAP) 为 完备 的 概率 空间 ,了 为 实数 集 R PHF 
$. X 为 可 分 的 Banach 2 fa]. A[X] 为 集 值 随机 变量 全 体 ， 

定 必 3.11 BF. EaR] ETTER: E 
TF, RARE. gF CT). ARERI. AF, 
CAREFREE T), ARF ,F, 关 于 F, 可 测 , 称 { CF,F,)， 
t E T) 为 适应 的 集 值 随机 过 程 ， i 

ET = [ab] CR RFE T) 为 连续 参数 的 集 值 随机 
过 程 . BT = (1.2.35) RFC ET) 为 离散 参数 的 集 值 
随机 过 程 ,或 集 值 随机 变量 序列 . 

定理 3.1.1 (Fot E T) 是 集 值 随机 过 程 的 充 要 条 忻 为 
存在 一 列 X 值 随机 过 程 {Fm E Thin > 1) 

Fw) =cl{ ff Go nel}, GET) G11) 

(FF. E T) 为 通 应 的 集 值 随机 过 程 当 且 仅 当 存在 
— AX 值 适应 的 随机 过 程 {O ,FD),t E Tha S 1), 合 
《3.1.1) 成 立 . BF WR R. 

证 明 ”由 定理 2. 1.8, 任 给 上 E 了 了 ,对 于 集 值 随机 变量 友 ,， 
存在 一 列强 可 测 选 择 {Ao ,六 1) ,使 (3. 1.1) 成 立 . Ae SS 
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LAHI” ET} } 为 X 值 随机 过 程 ， HF, 为 下 可 测 时 , 产 ” 关 
FF, WM = 1). BHE. 

Bvt TF, ETR iF ET) 是 可 积 集 值 随机 
HB. BCT MAG REET) 是 可 积 有 界 的 集 
ENIE. 

定理 3.1.2 For € T) 是 集 值 随机 过 程 , 则 

(a) FGD] = infi fz] or E F 

(b> | F.Gw) || = supi jle |l ,x E FCw)}, 

CC) dlr, Fw) = inf{ la — yll ey € Fw) E 
X), 

(d) ACr, Fw) = supi læ — yll sy € Fw} € 
X), 

(e) oz Pw) = sapf< zz > ,7 E Fw)} 

EX’), 
ALEME, 若 {(F,,F,),t E T) RW BAL 
B.D be Re SCL, Ae © T) 是 
可 积 有 界 的 集 值 随机 过 程 , 则 以 上 过 程 均 为 可 积 有 界 的 实 值 
随机 过 程 . 

证 明 ”由 定理 (3, 1.1), FEA X (AML Se 

E Tha > 1), #83. 1.1) RX AT 
|F, Cw) | = inf{ | FP Gwe) |] a 2 1} 
HF) | = supi | AP Ge) n> 1) 
d(z,F, Gey) = inf{ || z — £& Cw) | sn D1} 
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hiz, F, Cw) = sup lia — ff Cw) hon 1} 
ox F.(w)) = sup{<t r'e u >on E 1} 
Ae 
|F o| S | Ge) | 

d(a.F,(w)) E Ala. RE Ix || + | AG Il 

. oz Fe) SS |r fl Fe | 
则 证 - 

E313 BHE AET EIK tE T) 为 两 个 集 值 跑 
机 过 程 , 则 

(ay ACE w), Fw = supid Cy, Fiw) sy E Fw)) 

(bY 6,(F (qv), Fi tw) = supid la, Fw) ,x E 

Fiw) } 
‘Ce OCF Cw) FG) 
= max (0,(F,(w).F'.(w)) dF (rw) F Cw) 

(RPL. HCP) E T} RUF FET) 是 
适应 的 集 信 随 机 过 程 , 则 以 上 过 程 为 关于 F, 同样 是 适应 的 实 
人 随机 过 程 . Bt eT) RIF tE T) HARARE 
Mp. Ue bite A a A Sie Le . 

证 明 AX 可 分 性 及 

(OF Cw) F D EE EEC) + ,wl 
利用 定理 3. 1.2 则 证 - 

由 于 (PA(X) ,5) 为 度量 空间 ,可 以 生成 PAX) 上 的 Borel 
0 代数 , 记 作 BCPA(X)).Py(X) 上 的 由 下 拓扑 王 生 成 的 拓扑 = 
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懂 数 记 作 CI). 由 定理 1.3.13 MIG) BPAY) OD 中 的 
开 集 ,从 而 
al) C BCP;/(X)) (3. 1. 2) 
对 于 集 什 随机 过 变量 下 x[Q,X], 及 UE BP/AX)), 记 
FUQ) = {w E€ Q, Fiw) E€ U} 
. Ap = 6{ FU, (G)),G 为 有 中 开 集 ) 
= 46{F0),U € BEPAX))} 
ERA Ar C A's. Ar EIE F a REN o 代数. 
定义 31.2 BiFa ET) 为 集 值 随 机 过 程 , 若 Apitt E 
T) 为 独立 事件 族 , 称 (Et ET) 为 独 章 的 集 值 随机 过 程 . 
定义 3.1.4 {Fot ET) 为 独立 集 值 随机 过 程 的 充分 必 
要 条 件 为 ,对 于 任意 * 关 2 “全 BX PER TRCG 
三 ,有 
Piw, Fie N GA OG Sn} 


` = ÜP {w, Fi 1G #D) (3.1.3) 
ESO SFR S266 TUS) BX PARC 
=n) 有 

Piw, Fua OC,G SS a} 
一 Ü P{w, Fyw) cc} 
证明 HF 
Piw, Fite) CCG ny} 
= Piw, F,(w) N GC = OG E n)? 
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= H Piw, F(tw) N C; = 5} 
i] 


= ÎP{w, Flw) C C) 
则 (3. 1. 3) 与 (3. 1. 4) SH, LE 
Pe) = I, «0% 
I A, =U), Hp 
U, = (Ftd (CO)),C WX 中 闭 集 } 
RUG ET) 对 交 运 算 封闭 , 即 为 + 系 , 从 而 (3.1. 0 等 价 于 
Ate T) 是 独立 事件 类 , 则 证 . 
定理 3.1.5 若 {F,,t CT) 是 独立 韵 集 值 随 机 过 程 , 则 
由 定理 3.1.2 确定 的 实 值 随机 过 程 均 为 独立 的 实 值 随机 过 
程 . . 
证 明 ”车 人 是 (PACXD oD) 到 CR,B) 的 可 测 函 数 , 则 
必然 有 {人 (FF tE T) BA WAS RELA, HT ey > 0 
有 、 
(A E PX), dlr, A) < y} 
= {A E PX), A f Sir, y E A} 
= ], (8l, € ol) 
MAX, +) AXD) 到 (R,B) 的 可 测 函 数 , 从 而 
{dy F, t ET) RRIF,| = d0, FDE T) 为 独立 的 实 值 随 
机 过 程 ,又 因为 
{Ae P,(X) A(z,A) = y} 
= {AE PAX), AC S(x,y} 
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= 1, (Slr yy Y € op 
AAE t ET) RUF, | =e Ft ET) 为 独立 的 
实 值 随机 过 程 . 同样 地 , 令 
C= {TI 
HOAX PHAR. 于 是 
{A € P/(X),o(2" A) S y} 
= {A,ACCH = I, (CY Eo) 
从 而 {oCz* ;FD ,te E TD) 也 是 独立 的 实 值 随机 过 程 - 

CHE] :定义 3.1.2 中 是 利用 下 拓扑 定义 集 值 随机 过 程 的 
独立 性 的 . 同样 可 以 利用 上 折 扑 定义 集 值 随机 过 程 的 独立 
H. 这 时 对 于 下 E a[i 

AP = {FIGG HX PRR 

Hrot ET) 是 独立 事件 类 , 称 集 值 随机 过 程 为 独立 的 集 值 
过 程 . 显然 ; 它 等 价 于 对 于 任意 * 之 2 E TES BX 
HEC <n). 

Piw, Fit) N C AOS n)? 

= ÜP {wFs NC zB) (3.1.4) 
一 般 来 说 oCJ) % oJ.) ,从 而 ,Ar AR. AU PAR TEME 
念 是 不 一 样 的 . 由 定理 1.3.16 RL. M 
种 独立 性 是 一 致 的 . 这 时 也 和 在 Hausdorff RF o E FA 
立 性 是 一 致 的 . a 

M313 HHF E T) 为 集 值 随机 过 程 , 若 对 于 企 
BnZVl4€TA4+AE TES ADORX PRHARGG 
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zmn. É 
| Piw, Fena) N GADUS n)) <。 
= Piw F, N G AWG Sad} (3.1.5) 
PFE T) 为 平稳 集 值 随 机 过 程 . 
定理 3.1.6 车 {F,t ET) 是 平稳 的 集 值 随 机 过 程 ,出 
出 定理 3. 1.2 确定 的 实 值 随机 过 程 均 为 平稳 的 实 值 随 机 过 
程 ， l 
证 明 ” 若 P 是 (Pj(XD) JD) ARB) HLA 
数 , 则 (Fo E T) 为 平稳 实 值 随 机 过 程 , 由 定理 3. 1.5 知 
RLE Tht Pb te Th (dir, Pt E Th, {A F,), 
tE Thiele", Fw E T) 均 为 平稳 的 实 值 随机 过 程 . 
定理 3.1.7 集 值 随机 过 程 {F,,t ET) 是 平稳 的 当 且 仅 
w FERES lA ET + Ae TGSn) A> 
X 中 的 闭 集 CiCi Sn) 有 
Piw, Fie) N C FOG ny} 
= Plu, Fw) 1 #OESM} (3.1.6) 
证 明 OT X BERS TAR C. FEAR GY 
> 1), 使 得 
C, =e 
同样 ,对 于 开 集 Go PERRA CHA O > DAER 
G; =Ne 
于 是 
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lw FF, (2) 0 G A BGs m) 
=f wF NG FOE ED) 
fw F, (ey D G A OG n)} 
= Ü tw Fla) N C # DES} 
由 概率 的 连续 性 即 证 (3. 1. 6) 与 (3. 1..7) 等 价 . 
定理 3.1.8 若 {Fi,t ET) 是 平稳 集 值 随机 过 程 , 对 于 
任意 闭 集 Co 记 
IF, Cw) N Crs F, Can N C £ A 
F, cw), Ew) N Ca S © 
则 {C0 ,t E T) ATANAN - 
证 明 ”首先 引进 记号 
A, = {w.F fw) N C, # ZS} 
由 平 稿 牧 ,对 于 任意 给 定 的 4> 0,4 PAL) = PA). 对 于 
MÆ CoCr AR Fn 及 Fot 
A? Cwt) = Fp C 1 CD G = 1,2) 
A® ws) = FilCo¥ 1) Fa) G= 1,2) 


F, cw) = 


pi 
AV twt) N AP Cw, = DS (i = 1,2) 
AV (wt) U AP Cwt = iw, Fw) 11 C: £ BB) 
于 是 
(w Fw) N G + BGS 23} 


2 
=U ULA® Get) N AP (az tz) | 


f=] 
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由 概率 的 可 加 性 及 {F,,t E T) 前 平稳 性 即 下 
Piw, F apaw) A G OG = 23} 
= Plw, Fiw) [| C AGE 2)} 
用 归纳 法 可 证 对 一 般 的 = R AF © T) 为 平稳 的 集 值 
随机 过 程 . l 
定理 3.1.9 AX PARE E T) 是 闭 凸 的 平稳 
集 值 随机 过 程 , 则 存在 向 量 随 机 过 程 {f,,t E T) ,使 fw) E 
Fw) Cw € Qt E T) H{ || fee) lot E T) 为 平稳 过 程 . 
证 明 SER rE 艾 , 令 l 
alr, F, Cw) = {yd lzy) = dix, F,Cw))} 
AFX ARW Fwd) ~ Owe aE T). > 
Gratz, Fd = {Cw yd ryy) = d(z,F,(w))}. 
则 Grr(z,F,) CA X BCX). HEM? 1.6 BEM. 1.7 
在 强 可 测 选择 /Cw,x)(t ET) 由 定理 3.3.6 MI 
| z — fw rl = d(x, FCw)) 
是 平稳 的 ,特别 取 x = 0 则 证 - 
定理 3.1.10 AX BARKUEtCT) ZAHRA 
随机 过 程 ; 则 存在 一 列 X RPL © ThA 1), 
Fw) = cfi lw), k 21} 
EHER AS LUA. CT) 为 实 值 平 稳 过 程 - 
证 了 明 iiron 1) HX SH, 


F, Fan t), Ar 
Fm (w) -| Cw) N Ste on? we 
Fie, we A™ 


- 206 + 


其 中 
Aw 一 {rw, Flw) 站 Sus 5) =O} 


由 定理 3.1.8 知 {Fm,f © T) (mae 1) 为 平稳 集 值 随机 
HA. 由 定理 3.1.9, 存 在 Pw) E Pm Ged Ge € Qs nt > 
D AUST. € T) 为 实 值 平稳 过 程 ,类 似 定理 2. 1.8 可 证 
7 FM Ow) = el LF Ce) m,n DS 1} 
即 证 . Oo 
推论 3.11 NT RAMEE = orh Æt 
E T) FEWE ET) Riot E T) 是 平稳 的 实 值 过 程 ， 
例 3.11 PORD 是 一 维 独立 的 正 态 分 布 序列 ， 且 
i Pa ~ NEA a 0 O27) 
记 它 的 密度 函数 为 Pay). > 
= 8) 
BY S, ~ Kaya) 是 独立 同 分 布 随机 序列 ,g, ~ N Cazo) 也 
是 独立 的 同 分 布 的 随机 序列 ,因此 {f.,n 之 1) Be wee 1) 
为 平稳 序列 . 记 
' Faw) = cl{ f Cw), g, Ce} 
则 对 任意 4 > On Sl A i 
Piw, || Fn || < a} 
= Piw, |f aD | & @, | g,(w)| <a) 


=|" f Pcrwardy 
与 * 有 关 , 故 {本 中,n 之 1} 非 平稳 ,从 而 (5.,n > 1} EF 
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， 有 


E] a 
定义 3.1.4 PSE) E T) 是 适应 的 集 值 随机 过 
程 ,车 对 于 性 意志 o(O,.X), FOR, BAFA Gts ET) 
可 测 时 有 
EC(F/F) = ECF/Ap,)ae. (3.1.7) 
AUF, F) E T) 为 马尔 可 夫 集 值 随 机 过 程 . E 
F, = {Aps Sts E T} =A, 
RF ot E T) 为 马尔 可 夫 柴 值 随机 过 程 . 
定理 3.1.31 RX OS, (CFF. E T) BAA 
BMH RAMEE WRASH : 
D ihe T) 是 马尔 可 夫 集 值 随机 过 程 
D ”对 于 任意 关于 Art 之 1,s ET 了 ) 可 测 的 实 值 变量 上 


E/F) = EQ /Ar,)a e. (3.1.8) 
WA BIFA, Gts ET) iW, Wass 0， 
rE XKS G) =a Sw RF An TM. EFECT) 是 马 
RTR AREE AY 
Ecer + Ẹ/F) = Er +f/Ap,) ae. 
zECC/F,) = 2+ EÇ Ap) ae 
即 证 (3. 1.8) Ra MEDS, FRESA). 
EF RT AnG rs E T) 可 测 , 则 oCzx* ,FF) 关于 Ar 可 
测 . 由 53,1.8) 有 
E(o(2",F)/E,) = E(o(z* ,F)/Ag,) ae 


« POR « 





HE2 4.18, 存 在 入 EE ALPCN) = 0,w¢ NN 时 ,对 于 所 有 
wi NA 
O aa ECEE D) = ox" EEA) 
EFF ERDHA E/F) 及 E/F BAH TE 
ECF/Ar) = E(F/Ap) ae 


- 则 证 {F,,t € T) 为 马尔 可 夫 集 值 随机 过 程 ， 


3.12 BE ET) 是 实 值 马 尔 可 夫 随 机 过 程 , 则 
Futw) = (— co, (w)] | 
Flw) = (2, <a" >S hw} 
均 为 集 值 马尔 可 夫 过 程 。 
[ 注 ] ”定义 3.1.4 中 集 值 蕊 尔 可 夫 对 程 的 寄 义 (3. 1.7) 
似乎 太 强 ， 
即使 (st € T) Sine E T) 为 实 值 马尔 可 夫 过 程 ， 
ww) = ct, (o) pao) 也 未 必 是 集 值 马 尔 可 夫 过 程 , 因此 
可 以 考虑 下 面 较 弱 的 定义 , 即 对 于 任意 E XT, (ota, 
Fw) ,t E T) 为 实 值 马尔 可 夫 过 程 , 称 { 及 ,ze 7) 为 集 值 马 
尔 可 夫 过 程 . 


§ 3.2 集 值 随机 过 程 的 可 分 性 与 可 测 性 
HOA, P 为 完备 的 概率 空间 ,X 是 度量 空间 , Pe) ,: 


ET} 为 芭 上 的 集 值 随机 过 程 ,在 许多 问题 中 ,事件 
如 一 {fw Fw) CC E GY)! (3.2.1) 
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起 着 重要 作用 ,其 中 G 为 了 中 开 集 ,C HX PAR ATC 一 
RETTAR BOR ABI Ac E 4, 为 了 解决 这 一 问题 ,下 面 
研究 集 值 随机 过 程 的 可 分 性 . | 
定 灾 3.2.1 BRET) HID BRET HAE 
子 集 工 及 中 的 零 测度 N, 当 zw 人 N 时 ,对 于 任意 &E 了, 存在 
€ i,t, +t, ROC, Ww) F.Cw)) + 0. RAW DEN RA 
外 集 . sented 中 任意 稠密 子 集 了 HRE Fat 
€T} 完全 可 分 的 、 
at, TAERE 3.2.1 中 的 收 敏 性 而 得 到 其 它 
的 可 分 性 ,如 天 . M BS} K 可 分 ,四 可 分 等 ， 也 可 用 其 它 拓扑 
得 到 其 它 可 分 性 ,如 于 ,J.,J., 开 等 . 
定理 3.2.1 WRF tE T) HS af ApH, wa 
| Ag E Ag 
证 明 HR ET) 是 8 可 分 的 , 记 
Ag = ww COEGND! (3.2. 2) 
BRA ACC Ay. Hw NVC CHE, E G1 梗 得 
ta +t o(F,,(w) F) 0. 于 是 对 于 任意 s> 0, HEN. 
14 a > N, t l 
0 Kw) C Few) +eCC+e 
H e> 9 的 任意 性 及 C HAE. RNA IEW Ftw) CC. 于 
E wE N Af A = Ag. 因此 . 
(Ag\Ag) CN (3,2.3) 
BB A 与 A EME. 由 于 Ay CARP ASE. BD 
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证 Ac © A. 

[ 注 ] ”定理 3. 2.1 WER PR, AP we) tT} BS 
可 分 的 , 则 Ac EA 由 于 只 要 (3. 2.3) 成 立 , 即 有 AG © ALR 
此 也 可 将 满足 (3. 2. 3) 的 集 值 随机 过 程 称 为 可 分 的 , 即 存在 工 

的 称 密 集 7 及 名 的 零 测度 集 入 ,对 于 关中 任意 闭 集 C RT h 
{ERIE G, 直 (3.2.1) 及 (3. 2.2) 中 定义 的 Ag 与 Agr 满足 
《3. 2. 3) REBRE t © T) 是 可 分 的 ,或 者 弱 可 分 的 . 

定理 3.2.2 设 {Fi,t€ 了} 是 6 可 分 的 (完全 可 分 的 ), 则 
下 面 的 实 值 随机 过 程 也 是 ?可 分 的 (完全 可 分 的 ) 

{a) (F, | z2€ Ths 

(b> {dr FF). ETa € X); 

æ) {ae F) ETHE X); 

(d) (Flee Ths | 

C) (ola FOE THz" EX’), 
R AT 
OCF, Ge) ,F,Cw)) = sup|d(z.F,, (w)) — dix, F, w) 


= sup lalr* Fal) 一 IC Ff Cw)) | 
fiz” Bal 


及 a。 关于 XX 的 正 齐 次 性 即 证 (b),(e). 由 于 
F.C || = SFCw) ,10})) 
|F fwd = di0, F, Cw) 
hlr, F (w) = OCF w), izp 
RENO). 例如 ,由 (Et ET) 可 分 ,存在 可 分 集 了 及 例 
SRN wF NET. fet, E€ I Wt, — t R oF alw), 
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F, cw) — 0. 从 而 
[ROT FF, Cw)) 一 kir, Fiw | 
= |8CF,.{2}) — BF, (Cw) ir) 
RFF wr0 
则 证 (e). 其 它 情形 类 似 . 
RE] MRa, F), ETHE X) 关于 工 是 一 致 可 
4+, BID BERT ABN y ET, EREI, 
fit. t tht drs Fn) KRAT ae) WE, t © T) 也 
是 可 分 的 ,如果 {fzfz" Fete TG CX KF 2 E 
fat || <1 E-A Y t E T, FE Ean - 
Atepe t Reta Fo E lrt l <1 E ARARO", 
FOUR t € T) 可 分 ， | 
HFE T) SRE TAT HRERS RT 
中 以 两 个 有 理 数 为 端点 的 开 区 闻 S 的 全 体 , 对 于 任意 开 集 C 
己 T, 记 
AG, w) = cHU {Ft EGNT). (3.2.4) 
A@.w) =f] [AGS w) E SS €8} (3.2.5) 
BRAG w, S E S ES) ERR, REN RERA RA 
TREHI. FERH AG w) £. 
定理 3.2.3 (F ut ET 是 绊 可 分 的 充 要 条 件 为 YE 


F,,€w) C ACS wt © S,wE N) (3. 2. 6) 
ENAX ERK F CT) 是 贡 可 分 的 充 要 条 件 为 
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us ut 四 


PA 





Fw) C AG, w Cw N) (3. 2. 7) 
HRM ”首先 由 于 了 中 任意 开 集 G 可 表 为 S$ 中 元 素 的 并 ， 


(3.2.3) 等 价 于 对 S ES 的 (3.2.3) PHBE ET) 是 可 


分 的 ;由 {3.2.3 BF Cw) CCU’ ES Tw N) 可 推出 
Fi(w) CCG ESwmF N). HEE Co} CAG WEE SH 
Tow N) 则 得 (3.2, 6). 车 (3. 2. 6) MIL, h Fe Cw) CCU |S 
Siw AD Bf ACS we) CCF 2) CAS, w CCGE 
S), WHE (3. 2.3). 

BXBEM, MAC +S. AFFE T) 可 分 当 且 
PHB. 2.6) 成 立 , 划 证 (3. 2-7) 成 立 ， 

-EE © T) 是 3 可 分 的 ,显然 (3. 2.6) 成 立 . 

定理 3.2.4 设 和 是 可 分 的 局 部 紧 的 度量 空间 ,对 于 任 
BRAT FET) FLERE 
(GtET), 司 YtieET 

Plw Pow) 天 可 to = 0 (3.2.8) 

BD 45 RHE LS H 

ER BARE ERNER I OUP. 
理 . 
(O 对 于 BE€ BCX) PERES D EIER ET, 
有 
| NG,B) = {w, Fue) C Bk 2 1), Fw) REF B} 
为 概率 0 集 - PAB et, ER Bt, CAE 
its > 
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M, = supP {w, F, (w) C BZ, Fi RATB?) 
Em =O BWE. 车 ms > 0, R n 使 对 集合 
L, = {w PyQw) C BRS n) Fun REF BS - 
《3. 2.9) 
@ PiL) 20.8 L, RE H 
Yme Sr 


. Bm, — OCR 00), FE VICE TA 

. . PING,B)) < dim m, = 0 
QRLEX 的 可 数 稠密 点 集 , 令 

Mo = (Sirr € Lor RRR) 

BUX 中 所 有 闭 集 必 会 在 My 中 所 有 可 能 序列 之 交 给 成 的 集合 
类 M. 按照 (1) WF BEM, ok SD VIET, 
PING, B)) =0. RIAU LAKHS D 的 并 集 , 并 
记 

NG) =U {NG,B),B € My} (3. 2.10) 
WW PING) =0. 可 以 证 明 , Y BE 有 
(w,F,,(w) CBG, € D, Fw) REF BY CNW) 
. (3.2.11) 
事实 上 ,由 于 B' E Mo 时 可 表示 为 刀 = 1B, SH Be E M. 
可 以 证 明 ，Y 之 1 有 
(w Faw Bit, E DF w REF By) 
CNEB CNG) 
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HEURES 


则 证 (3. 2.11) 成 立 . 

(3) RS aT 中 以 有 理 数 为 端点 的 区 间 全 体 . 对 于 
任意 5S E S, 集 值 随 机 过 程 { FCw),t E S) AT RZ) 中 一 样 
ME 165) N, © $). 记 

J =U (I(s),s € S} 
N'O =U (Ns E S} 
wre J Rw N O 时 , 记 
F' fi) = F Cw) 
“rE T Awe N if. ig Fw = AG.w). Bik 
F' (w) T AG,w) 
Blw, Fiw) Æ F,Ge)} C N'O. 由 定理 3.2.3 WDE 

RE AX 是 可 分 的 局 部 紧 的 度量 空间 , 则 它 必 为 某 一 
紧 空 间 访 的 子 集 . WAX be TARP OOS PAR. 因 
为 荫 值 莹 上 的 集 值 随机 过 程 必 为 六 上 集 值 随机 过 程 ,那么 我 
们 由 (3) 则 证 存在 文 上 弱 可 分 的 随机 等 价 的 集 值 随 机 过 程 . 
下 于 PEF (w) Æ Fw} 的 人 mp) RER Fw) CAG w) 
即 可 ,所 以 可 在 和 中 取 秆 . 

CHE] 可 以 仿照 (3. 2. 3) 定义 另外 一 种 弱 可 分 性 ， 即 对 
FT PREG RX PRR ic ^ 

Bo = {wh N G AO t € G)} 
Bo = (ws Fw) NG FOYtECND) 
其 中 了 为 了 中 可 数 稠密 集 . 若 存在 概率 0 集 六 ,使 
Be/Bo CN 
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BASU ara . 显然 了 可 分 时 ,也 是 这 种 类 型 弱 可 分 的 . 

可 在 这 种 屁 可 分 意义 下 讨论 定理 3. 2. 3 与 定理 3. 2. 4. 

32.2 RPL ed E T) 在 随机 连 
续 , 若 上 > ty it, ¥ o> 0 Ff 

Pid(F tw), F, (w)) > e} > 0 

者 在 任意 上 E T PARLE SE. MRRP Ce) te E T) 随机 连续 . 

定理 3.2.5 我 们 假设 六 是 度量 空间 , {fF.(w),t T) Æ 
随机 连续 的 人 可 分 的 集 值 随机 过 程 . 则 为 完全 可 分 的 集 值 
随机 过 程 , 若 ! 若 六 (re 全 是 弱 可 分 的 集 值 随机 过 程 卫 
随机 连续 , 则 为 完全 弱 可 分 的 集 值 随机 过 程 

证 明 RIESIA. J THAR, Vel. F 
在 i EC UG SDA. FË 

P{SCF, (a), F,(w)) > e} +0 
MAFI) 忆 {4) ,使 
P(limd CF, (we). Fw) = 0} =1 

É ATRE TENPIN) = 0, GwE N, ELFELE 
JG) ROOF, (ww) > Fw) (a.e.), 利 用 [为 可 分 集 ; 则 证 
J 也 为 可 分 集 , 故 完全 5 可 分 . 

PEE MS EAGT = (kD 1} 为 弱 可 分 集 ,N 为 
w 的 例外 集 ,J AT PRESS 是 了 中 有 理 端点 集 . 
记 l . 

BIS, w) =d U FQ AE SN IS ESD 

NCS Rk) = (ws Faw) T BCS w) AR E SY} 








we€ Se, E S 1 Ft — tir > 9), M] 
Piw, Fale) C BCS.w) 不 成 立 } 
= Pllimd Pg Cw Pir feed) => OF 


< lim lim Pla UF, Cw) , Ep Ce) >- =i = 0 


2 
N’ =U NCS), S E Sa, € S} 
MW PIN} =0. Hwg NUN HWS ECSRACSA 
FyCw) 2 BCS, w) 
BEHS. 2.3 则 证 {下 , cw) © T) BOTH - 

JE BCT) 为 T 上 的 Borel oa 代数 ,BCT) ABO 的 完备 化 . 
LAT EW) Lebesque 测度 ,BCT) X 入 及 BCT) x A 为 乘积 a 
代数 . 

定 兴 3.2.3 RAMU Cw), E T) 是 可 测 的 ， 
EHTA B EBX), A 

(G,w), FC) N BED EBT) XA 
PRIF, Cw) ,t © T) X Borel TWR. BUR B EBX 有 
Ew) Fi (BA CBT) XA 
定理 3. 2.6 XA {FR D ET 可 测 的 充 要 条 件 为 
存在 一 列 X 值 可 测 的 随机 过 程 (ft" edn > 1) tË 
Fiw = cf Cw) ne 1h Cw € Q, © T) 
证 明 车 { 人 Cw),t E 了) 可 测 , 记 
Faw) = Few) Ce € Qt E T) 
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由 定理 2.1.8 知 存 在 一 列 XX 值 的 可 测 的 集 值 戎 机 变量 
{fmG,w),n 之 1} 使 得 
Faw) = cif? Gm nl € Tew EQ) 
Ae FP Cw) == Faw) WFO Cw) ET (ne 1) BY X 
值 可 测 的 集 值 随机 过 程 , 且 
E w) 一 CC) 

相反 的 情形 同样 由 定理 2. 1. 8 得 证 . 

定理 3.2.?7 UECoE T) ET WHEA 
MEENE APN) = 0wE N if, F Cw) 甘于 是 BCT3 可 
测 的 . E 
WERA ”由 定理 3, 2. 6 知 

Fw) = cl{ fM win iw E 

(A? Ge) st E T} 2&1) 是 -- 列 可 测 的 X 值 随机 过 程 ， 于 是 
FETE N, € 外 ,POND = 0,w N, Se Ge) HF et BCT) 
可 测 的 . S N =U NaP = 0. wg N 时 :nn 1, 
FO Co) 关于 上 是 了 7) 可 调 的 , 由 定理 2. 1,8 Ge) 关于 
t BCT) 可 测 的 . 

定理 3.2.8 设 久 是 可 分 的 局 部 紧 的 度量 空间 , {FQw)， 
人 了 ; 是 随机 连续 的 , 则 存在 随机 等 价 的 {FCww) st ET) 是 
弱 可 分 可 测 的 集 值 随机 过 程 ， 
. 证 明 AX ANE RAS. PLE. H 
文 版 ,第 一 着 pb, 174—p. 176). 
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$3.3 集 值 随机 过 程 的 收 化 表示 定理 


讨论 集 值 随机 过 程 的 可 分 性 , 主要 涉及 集 值 随机 序列 的 
WE 本 节 讨 论 集 值 随机 过 程 的 收 令 性 与 其 Castaing 表示 
AOU OR ERICA. 仍然 假定 (Q,A) 是 完备 的 可 测 空间 ,天 是 
可 分 的 Banach 空间 . 

定理 33.1 Fn 1) 为 集 值 随机 序列 ,FCw) 为 集 
(HOLS. AURA w € 只 .有 
Fw) © s-lim inff, (w) (3. 3.1) 
a Fw) 是 Fiw) 的 可 测 选 择 , 则 存在 FG) 的 可 测 选 择 
fwa > 1), {t48 
OF, w) > fw) (w E D (3. 3.2) 
证 了 明 E - 
Lice) = {x E F, lw), |x — fiw) | S dw), 
FiCw)) + 1) 
Pws rt) = | æ — flw) | — dU ftw) Ee) 
RL, 的 图 为 
Gr, = (Cwr) pw, t) << +} N GrF, 


HF gwr) A x BCX) 可 测 的 , 则 Grz CA x BCX). 据 
定理 2.16 及 定理 2.17 知 五 有 可 测 选 择 fw) (nm 1). 于 是 








Fila E Fy Ge € Ran 1) 
| file) ~ fw) | <dc fw) Fy + + 


由 (3. 3.1) 知 , fGw) © s-lim inff, Cw) Ge € OQ), WW dC fw), 
FCw)) > 0. 从 而 | 六 Go 一 了 (ww) || + On > 00) 对 于 所 有 
we aay. (3.3.2) 得 证 . 
定理 3.3.2 WAP nS 1} 为 集 值 随机 序列 ,Pirw) 为 集 
HANER HPAP Ae CO, 
Few) C slim inff, Cu 
Æ Fiw) AY Castaing RIRA Fw) = cli f Ce) 1) MF 
在 Fw) 的 Castaing 表示 (ww) = ch f Gwe) ke 1) ,使 得 
kPlRwe oF 
(SF Cw) — F” Cw) (a Co) (3.3.3) 
WEAR HEES. 3.1L MER AS l OOD, A 
可 测 选 择 , 使 Pw) 一 fw > ow € OD. 由 定理 
2.1.8, 对 于 任意 > 1 存在 内 的 Castaing 表示 F,(w) 一 
cl{A® Cw) 2 1} Ce E Q). id 
gP Cw), kan 
AM” Cw). kn 
BRA FD = cH fw) kD 1) Cw € 1, AC. 3.3) 成 
y. 
推论 3.3.1 HIP n> 1) 是 集 值 随机 序列 ,F(xw) 为 集 
值 随机 变量 . HE OL UF Cw) Fm) > w E o,- SI 


FP Ca) = 





« PEG + 


OCF, Cw), Fw) > 0Cw E NH 时 ,定理 3.3.1 与 定理 3.3.2 成 

证 明 ”由 定理 1.5.6 知 ; 当 芒 CF we) Pw) — 0(w E 
D HY A Po) C s- lim infF,(w) Cw € 9Q), 则 证 . 

推论 3.3.2 GF nS 1) 为 集 值 随 机 变量 序列 ,F(tw) 
为 集 值 随机 变量 ,Firw) C as- lim inf F, Cw) (ww EM 成 立 的 充 
要 条 件 为 对 于 Cw) 的 任意 可 测 选 择 , 存 在 下 .txw) 的 可 测 选 
#2 fw) GaS D iE anD 一 (0) l > ow EQ). 

证 明 ”由 定理 3.3. 1 及 定理 2.1.8 则 证 . 

例 3.3.1 BX = RLF (w) = 011](wE nD, 
则 有 

8¢(Fatew) [0,1 P + OG € 0) 

JA Ti s- lim infF Cw) = [0,1](w € O). 由 定理 3.3.2, 存 在 
F.C) H Castaing 表示 Fw) = ch fe) k a 1}, ft |] FE 
— FY (w) || > olw € Q, k= 1), H01] = cli fw) ke > 
1}. 如 果 取 


1 
=; b= 
ee 


Fe Cw) kon 
M F, Co) = cli gi? (we) k > 1} AAR | as” — > || ~ Cw € 
D. 也 即 不 是 F.Cw) 的 所 有 Castaing 表示 都 满足 定理 3. 3. 2 


TERME R” 中 具体 构造 集 值 随机 序列 收敛 的 
Castaing 表示 ， 
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RY 中 的 一 个 子 集 MM RATHER. Ae GC Miy EO MAE 
RAO- Axe +aye M. BASC RY 的 所 有 仿 射 集 的 交 
PAS 的 仿 射 包 . 记 为 alls ,车 

aff {hy By ect Be} = R" 
ERR” PHI m + 1AE 441s ba 是 仿 射 独立 的 , 记 
b = (Ops Oe) 
为 一 个 仿 射 独立 系 ,对 于 R 中 非 空 闭 集 闻 , 记 
M, = (a © M,d(x,b,) = dln M)? 
M, = {x E M,,d€x.6,) = ate, M)? 
Ma; 二 {工人 M,_\.d(h,_, +2) + dC Ay, My.) } 
(2<kSm+1)— 
则 Mop 为 单 点 集 , 称 Pw6 = Mar 为 M AF b iy Castaing f 
EE ARE pekna E 
A = {b = (BSP bP PD} 
则 如 次 可 数 集 , 且 对 于 R* BE IES SM A Castaing 表示 
M =cl{P, bbe A} 
仍然 为 集 值 随机 变量 , 则 下 (w) 有 Castaing 表示 
Flw) = el Prata E Al 
定理 3.3.3 UF E 1) 为 R" 中 集 值 随机 序列 :FCw) 为 
R 中 集 值 随机 变量 . id 
Falan = clf Pra bid E A} 
fw) = A Pred dy E A! 





* 222+ 


E OCF w), Fw) + 0Cw € © Ma CAR 
| Pricobi— Pronta l ~ Oe EDD (3.3.4) 
证 明 ”为 证 (3. 3. 4) NA me Ah RK 
b = (by sb, 5+ b,) 
ig | 
SO Cw) = (a © Fw), dlt) = dlby,F,Cw))) 
fw) = {x € Fw) dbo r) = dling. FCw))} 
易 证 
5- lim supF,” (ze) CFO (rer) C s- lim inf Cw) 
从 而 OCF (so FO (w)) 一 Ow EO). 一 般 地 记 
FOP Cw) = {x © FP (Cw) dibad) = dloni FP Cw} 
FRU Cw) = {x E FO (w), d (b2) = dja FP (w))} 
同样 有 OCF (we) FY Cw) = 0Cw ED. 特别 有 
OCP rates Prin) = OFS (we) F (w)) > 0 
则 证 - 
推论 3.33 HPC T) Æ R" 中 的 可 分 的 随机 过 
程 , 则 存在 Castaing 表示 
F cw) = cl fi? Cw), k 2S 1) Cw € ©) 
EV AS L {JPG eT) BASH BTR - 
证 明 w 
Fw) = lP radob © A} 
BPP. © T) Ho Sp. MF EN RT RAEN, 
we NN 时 ,对 于 任意 th E TE © Lt. to HOF, Cw). 
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F, (w)) — 0. 于 是 对 于 尾 意 by © Ay || Preys — Pry cube j 
= D RHA E T I D BASH. 而 且 对 于 在 之 1 有 全 
共 的 例外 集 与 可 分 集 ， 


$3.4 ”人 和 集 值 随机 序列 的 强大 数 定 律 


首先 研究 两 个 集 值 随机 变量 的 同 分 布 性 质 . 
定义 3 4.1 BA.P 为 概率 空间 ,下 ,为 两 个 集 值 
， 随 机 变量 ,对 于 任意 UE OID 有 
PUD U)) = PFS UU)) (3.4.1) 
AP SF, 为 同 分 布 的 . 
定理 3.4.1 AFP WP, 为 同 分 布 的 集 值 随机 变量 , 则 对 
于 天 中 任意 开 集 和 C, 均 有 
Piw, Fio N GÆ Ø) = Piw, Few) NGE 
(3.4.2) 
证 明 HRV = 1.(G) WU E oJ), H 
Fr) = (w,F\(w) E 1,(G))} 
= {wF w) N GE Ø} 
WE 
定理 3.4.2 4FP 5 F EJER pi RAE 
量 , 对 于 和 任意 万 E ShAn) EE fe E€ Sh) HS J ER] 
SWAP, GF, jhake SF, 也 独立 . 
证 明 ”由 于 到 可 分 , 刻 AP 可 测 的 , 则 存在 映射 
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P(X) +X 
是 otf2 BI BCX) WMH. BAe) = Ow), Cw E OD. 
4 
f,Ge) = Hf (rw E Q) 
QU) = PEF U), G = 1,2) 
则 
| il ftw) | dP = | | KA) || de 


=| ADH da 
PAX 


= | AC fdP< = 


TEA WR. HAr 可 测 , 由 于 Fi 与 Bp RS, BS 
分 布 , 从 而 2CA FO Bed Sy FD 同 分 布 , eA E Sh (Ap, ) A 
df (w) E wD = Wace), 从 而 dh(w),F(w)) = 
Wale. Y, BP fi(w) © Flew) Cae, ), FE Sf, © Sh (Ag). 
由 定理 3. 4, 2,4 FL oP, 为 可 积 同 分 布 集 值 随机 变量 时 
有 
f FidP = f Fdp 
定理 3.4.3 HF BRR. i 
so| FdP = čo FAP ~ (3. 4. 3) 





证 明 ”由 于 下 是 4r 可 测 的 , 则 coF 是 Ar 可 测 . 于 是 
SEA) = {ECf/Ar) ,fF E Shee} 
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由 于 


则 有 
cof faP = af coFdP 
= ch{ ECECS/Az)) f E Shp} 
= olf | jap,f E ShpCAr)} 
= 0| far 
. [7] 
[ 注 ] 在 定理 3. 4. 3 p AF AER ROL RE. É 
RE 


7 
| rar = f FdP (3-4.4) 
AEN AAA 8 a RSL aS, 与 Ra 有 
| ma = | Far (3.4.5) 


一 般 情况 下 , (3. 4. 4) 与 (3. 4. 5) ER. WMR = Q, U 


(ww) SEAR PQ) = Pw D = 5 Oy 是非 原 子 的 ,对 于 w E 


Qo KE 
Fy (we) = F, (w) = {0,1} 
Ftrw) = Flw) = {0} 


MF 5 F, sa. 但 是 | aP = [0, 寺 ,| PaaP = (0,4). 
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定义 3.4.2 SF. 21) BRL SE ER mn 
Zn En WF, (ASAT RUE on 1) 为 司 分 布 的 集 值 随机 序 
Bi. AF on 之 1} 又 是 独立 的 , 称 {Fn 1) 为 独立 同 分 布 
的 随机 序列 - 

定理 3.4.4 Bn Sl) 是 可 积 的 独立 同 分 布 的 集 值 
随机 序列 , 则 存在 一 列 独立 同 分 布 的 立 AL CA > 
1} (tn > 1) ,使 得 

- Flw) = el{ iw), k = 1} 

证 明 EFL 3. 1 1 EP A X PUTA 

den De 1k 1). 
Fw) = cl{gitw) ,k = 1} 
由 于 F, EAn) 到 (PAX) 6) 可 测 , WE ECP), 
JOD BCX, BCX) 可 测 的 映射 ;使 gio) = GF. (w)), 
Cw © D. 则 由 定理 3.4. (paa om > 1) 是 独立 同 分 布 的 
X 值 的 可 积 随 机 变量 序列 ,日 有 
Pad) = RA) 1} 

WHE -+ . 
定理 3.4.5 {For > 1} 是 可 积 的 独立 则 分 布 的 集 值 
随机 变量 序列 , 山 


(K.M) Lol) Filw) > cof PdP (a.e.) (3.4.6) 
i=] a 
WAR A= COE(F,) = | FdP 和 
Q 
G, Cw) = JINR tw € Qa => 1) 
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HFE E AMle > 0, 利用 定理 3.4.2 和 定理 3.4.3 可 以 
AE f, © SE CAD Sp Sm). 使 得 

| r LES) -z <e 
HE Po peep tE OES m 是 mr 个 独立 同 分 布 的 集 值 
随机 序列 , 且 fy © Sh (Ar) 利用 定理 3. 4. 2 可 证 ,存在 
fat © Sha-iym4j(Ara-mtp & 2 1,1 Ei) 


ME a-m pk 21 Sis 是 独立 同 分 布 的 - ey. 
EDA Sj Emn = A Dm HiU SES m , 则 


Irw- Ds 
i= 1 


Gi m 
DSe- w) — > L5 Fa-patj Cw) 


{=l J=i+1 


= wal D cm mt E — 2; | 


+ as || Si-m jews | + $ — žy Ye, | 
WFiSism, HAF (faa Ct) RE} 是 独立 同 分 布 的 可 
积 的 随机 序列 , 则 由 及 值 的 强大 数 定律 有 

| L S fm) — zi +0 (a. e, k — oa) 


此 元 | fe nr w) || 一 0 (a. e.k oc) Mi 
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| JS fiw) — = Say, | — 0 (a e.n -> co) 
iI i=. 


mE ST, E G,(w) (ae. MA DY, € S-lim infG, tw) 
(a.e. ) ,于 是 有 l 
AC os- lim infG, (w) (ae. ) (3.4.7) 
下 面 连 续 证 明 
Th tim supG, Cw) CAC ae) (3. 4.8) 
FX 可 分 的 ,存在 4 的 可 数 稠密 子 集 {z)} ,利用 分 离 
EEFE, EX’, | zx; 上 = 1, 使 得 
rT dlr pA Zola; AGED 
FRC AMARA r > Sols} AOGE) 由 于 
Elala; .F,)) = (x! ,.EUF,)) = (2s ,A) 00 GE) 
Hitri FJ 之 1 是 独立 同 分 布 的 可 积 随 机 序列 , 则 存在 
NEA, PINI=0,.wE N 时 ,对 所 有 7 宇 1 有 
a(x} G) = E Das; ,Fa > ox A) 


E r € wlim supG, tun (wE ND), 则 Cod) > rT € Galw); 
从 而 
<a] r >= jim < af 1% >S himo(x} Ga)? 
= 6(2; ,A) 
对 于 所 有 j 宇 1 成 立 . 从 而 zxE 4, 即 证 (3.4. 8) ,联合 (3.4.7) 
BALE 
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(K. M) lim laD rao) = SEF, (ae.) 
推论 3.4.1 Eon 21) 是 Re 中 的 紧 凸 集 值 随机 序 
a, AAR, oe lap ME AK 收 误 与 小 敏 意 交 下 均 有 
LD r + BRD {a.e.) (3.4.9) 
证 明 ”由 定理 3.4.5 及 定理 1.5.15 ME. 由 于 
LS) Feo) EROR, Pu (R.D 为 完备 的 度量 空间 , 则 A 


= EFD) 也 是 紧 凸 集 . 
推论 3.4.2 iP m21) ÆR 中 的 紧 集 值 随 机 序列 ， 
且 可 积 独立 同 分 布 , 则 在 天 收 伍 与 3 收 敏 意 闵 下 均 有 


wh ~co|F dP (a.e.) (3. 4. 10) 


证 明 ATP 1) 是 可 积 的 独立 同 分 布 的 紧 集 值 
随机 序列 , 则 {coF,,n 2 1} 是 可 积 的 独立 同 分 布 的 紧 集 值 随 
机 序列 - 依 推论 3.4.1, 在 下 URS OR PR 


1S cop, > A= feoF dP (ae) (3.4.11) 
FLA WR. Hò cael | 
3 Fs ASZ LSF, „È Seon, 


+ 8G. PeoF, A) (3.4.12) 


Hi (3. 4.11) 有 上 二 > eof A) > 0 (a. e. ) 由 (3.4.11) 存 在 
i=] 
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NEA, P(N) = 0,8 QW), 使 
| F. Cw) || SSR) (we N) 


于 是 wg N 时 有 
a. UF. 1S cor) 三 一 


i=] 


fy (3.4. 12) BPG (3. 4.10) FES eee VF er . 由 定理 
1, 5. 10 即 得 53.4, 12) 在 天 收 敏 意义 下 也 成 立 ， 
推论 3.4.3 Pn) 是 R”" 上 紧 集 值 随 机 序列 , 且 
独立 同 分 布 , 即 
P,= Piw, File) = Kj} GED (3. 4.13) 
NE K WORE SE AL 
l LS, — A= S3P.coK,,( ae.) (3.4.14) 


i=] 4 一 1 


meee) ~ 


证 明 ”由 推论 3. 4.2 只 须 证 . 
cof maP= 3) PoK, 3.4. 15D 
Hy (3.4.13) FEO 的 可 测 划分 (4,/ < 站 ,使 
Flw) = Style) K; (3. 4.16) 
HPA) =P, 于 是 5 
cof iw) = 3) ta Cw)eoK, (3. 4. £7) 
关于 (3. 4. 17) 的 Debreu 积分 为 
col FiaP = SP cok, 
a 
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OR" 中 的 关于 紧 凸 集 值 随机 变量 的 Debreu 积分 与 Aumman 
积分 等 价 性 即 证 (3. 4. 14) 成 立 ， 
推论 3.4.4 Fn 21) BR” 中 紧 集 值 随机 变量 , 且 
独立 同 分 布 : 有 
P,= Piw Fw) = Kj} G21) 


EDP, K I < o> BEE K WBS 3 WB MEA 


过 > Bo Peok ,(a.e. } 


了 一 了 


证 阴 类似 推论 3. 4.3 可 证 . 

定义 3.43 SHS OQHSAYH.1< p= 2).4AR 
当 对 于 AGA GARA 中 的 任何 独立 的 随机 变量 序列 ， 
REED = 0 和 supE || fon PEC AO < 
ao} 成 立 ; 必 有 
1 li > fico) | — o ‘a, €, ) (3. 4.18) 
RMH H.A EB CH4MARYX BEEP p>) 型 . 
定理 3.4.6 HEX pM <p 2), Ai enz 1} 


”是 独立 的 集 值 随机 序列 ,使 得 
Sa-rEC || F, | p) < co (3. 4.19) 
BAX 中 的 闭 集 4 满足 
ACs lim infclEL F, Ar, ] (3. 4.20) 


lima(2” ,clE(F,)) Sole", A)r * E XY (3.4.21) 
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ie ee ee .一 - 


则 有 


LoD) Flw) “> GA (ae ) (3. 4. 22) 
f=] 
其 中 
PAE, 
ELF, An] = | Far 
证 明 s 


G, lw) = 二 cl > Fw) we ON) 
i=] 

对 于 任意 x € coA, Fl e > 0, 可 选择 Xx， 之， € A, $1 

1 rat 

a jail <e 

I m out | 
利用 条 件 (3.4. 20), FF Ee BEL PA S 1},f, | 
Sp (Ag), 
| ECF uim) — r, iI -> 0 G — cof = m) 

F y = ECF OG D. Hn = 全 一 Dm 十 1 OKAM), 
则 


1x me 
I a Dy flew) 一 | 











* 1 G m 
<I jsw- Dy 
r=1 fa] i=} 
is klt 
= || Fy iw) xT z F > | ¥G- et j 
=l ' J 一 1 1 一 1 


le kod S 
Sal FD lemsi +E -l zll 
了 一 1 i=l 
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(3. 4. 23) 
由 于 {fwn > 1) EOX) 中 独立 随机 变量 序列 , 且 


Me tEC|| fl < oo 


WH Pp xX Seem. A 
I LS Fw) — y) || — 0 (ae) 
由 《3.4,. 23) 即 证 


tt fw) — 12,1 +0 @e.) 
n m 


从 而 二 ve, Es lim supG, (w) (a.e.). 于 是 
wA C s- lim infG,(w) (a.e.) (3. 4.24) 
下 面 再 证 
w- lim supG, (w) CeoAtae.) (3.4.25) 
设 {zx7 j2 1) 是 类 似 于 定理 3.4. 5 中 相对 于 554 取 的 . 
则 {eCz7 Fin 21) WL 中 独立 随机 变量 序列 , 且 


Sin PEC lay oF) |") < oo 


m 
利用 (3.4. 20) 及 (3, 4. 21》 可 证 对 于 任意 7 空 1 有 
Eftatz? .F,)) = ox} clECF,)) > gtx? , Adin oo) 
类 似 定理 3.4.5 可 证 (3.4.25) 成 立 , 联合 (3.4.24) 即 证 
(3. 4. 22). 
CH] 如果 HclELF,,An] 一 A, WW (3.4.290) 与 
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(3.4.21) 自动 满足 . 
§ 3.5 集 值 随机 序列 的 中 心 极限 定理 


ACTS RX Fy GE Banach 空间 , (0,A,x) 为 完备 的 概 
率 空间 , 设 ifFsn 之 1} COLL (Os X] 为 独立 局 分 布 集 值 随机 变 


量 列 ,很 据 强大 数 定律 , (二 》) Fon 之 1) 在 某 种 拓扑 意义 下 
i=] 


JUPIKE EPi。 WDE DEn 1) ARR 
行为 , 即 集 值 随机 变量 列 的 中 心 极限 定理 . 

” 司 理 3. 5.1 设 F:Q- P(X) 为 集 值 映 射 , 则 下 为 集 什 
随机 变量 当 且 仅 当 尺 是 如 到 完备 可 分 度量 空间 (PCX?,5) 上 
的 随机 元 ， 

证 阴 “充分 性 ” ELF BO POO, 上 的 随机 元 , 依 
定理 1. 3. 15 知 任 纵 开 集 G OXI. CG) APA, D 中 的 开 
集 , 故 

FUG) = {w.Fiw) E ILU © A} 

“必要 性 ” 设 正 是 集 值 随机 变量 , 依 定 理 1. 3. 16 知 

BiP CX)) = oT, (D 
用 测度 论 经 典 方法 可 证 五 是 名 到 (P(X),6) 上 的 随机 元 - 

定义 3.5.1 BF Kin > 1} 为 紧 集 值 变量 列 , 忆 ,已 分 
BIG FF E,D 上 诱导 的 概率 测度 ,如 果 {P,,n 1) 
UME P, IYERE, 1) 依 分 布 的 收 化 到 下 , 记 作 
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(LF, > F 
引 理 3.5.2 RF Fan Sl) 为 紧 集 值 随机 变量 序列 ， 
则 
(1) CL) F,— F, 
liminfu{w F, N GD > wF GAD 
lim infu{w ,d(x ,EF,) <r} > wlwod(2,F) <r} 
lim infz{w dF, .K) <r) D> piw EF, K) <r} 
HHGCXHHEKCX ARE. r > 0 为 实数 . 
(2) DOF, > F 4AR4ES ARES BH 
Ff: PX), > R 
limEf(F,) = Ef (F) È. 
证 明 WEO, D 为 度量 空间 , 故 该 引 理 的 证 明 可 
完全 套用 度量 空间 上 测度 弱 收 往 的 经 典 结果 . 
HEF 1) CLER] oF, 有 如 下 表达 式 


F Geo) 一 DX Co), (3.5.1) 
j=] 


FPA, Spm) 为 全 的 可 测 划 分 ,254 = PC, © 
PAX) 1S jm. MALIL me 
Sat 一 Dawe 了 wm = Es, — P; (3.5.2) 
in] 
其 中 
jl Bs = C, 
lom 


而 
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(3.5.3) | 





则 22S Cw) = n, ATA 


L FXF = > 45,¢, (3.5.4? 
2. 1 fol 
定义 集 值 随机 变量 如 下 
= 一 5 {OP Xr 0 + CSa Aar co IC; 
rel 
= X Yato, >C, 
j=l 


„= > [Yin [Xo ot 
f=1 


- (3. 6.5) 

则 显然 有 
1 > F, =V, +R, (3. 5. 6) 
EF, =W, + R, (3.5.7) 


定理 3.5.1 BHF n1) C LLRX] moa 
满足 (3. 5. 1) Sine BR Yin By 定义 如 (3.5, 23.5. 3), M 

>) £81 j Sm, (Pi 1} 和 独立 同 分 布 ; 

(2) EY, = 0. 

证 明 显然. 

定理 3.5.2 RIF. D1) 满足 定理 3.5. 1 VW, 
定 久 如 (3.5, 5), M] a > 4+ co 时 、 


(L) Jn Vi SOY ojo; = F 
rel 
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L) JAW, > SY, Zooi = W 
其 中 和 一 《5 Ya) 是 均值 为 0 AY} we ETE AS ROHL fe] BR» FF 
协 方差 矩 阵 D = (di nxm 为 
— PP ij 
T {Pa P), i=j 
证 明 fin LS Y, = Warr Yuma), AY, 如 
(3.5. 2) RE {£25 ATERA g: (P(X) ,8) > R E 
MPR ALR > RATE: 
Aly). = gC Y vito00) 
其 y= One da) E R", 则 4 为 有 界 连续 函数 , 依 有 限 维 随机 
启 量 的 中 心 极 限定 理 知 (L) vn YY, -> Ya 
EhOS n Y) — ERC) 
BE VW, 的 定义 知 
Eg(J/nV,) > Eg) 


i 


Eg(J/nW,) > Eg(W) 
依 引 理 3.5. 2(2) ,定理 得 证 ， 
定理 3.5.3 Fon 1} C LLQ; X] 满足 定理 3.5.1 
AIF VW 如 定理 3. 5. 2 所 给 , 则 


(L) VED SF, EF) > 8(V,W) 
i=] 


证 明 ”根据 (3. 5. 5) 和 (3. 5. 6) 两 式 , 有 
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NETOJ TF,, EF,) 
i=] 


= af n XV, + RW, + RD 
= n ÒV, Wp) 
= ÊN nV, Van WD 
FT OC, +) POX) PL CX) R RER BURIED. 5.2 
知 定理 结论 成 立 ， 
推论 3. 5.1 设 ! 玉 ,之 直 满足 定理 3.5.1 和 条件, 并且 忆 
仅 取 两 个 值 Ci ,Cs E Ps (CX) , 则 


(LY Jn OOS) EF, EF) = MP — Pi) |Z (8(C C2) 
f=] 


其 中 Z, WR LETER IN 
下 面 考 虚 非 是 紧 集 值 随机 变量 列 的 中 心 极 限定 理 , 设 

(Finely CC Li[Q,X] 独立 同 分 布 ,让 HERRN 
F Cw) = Sac, (3. 5.8) 
Ap {Al SiR m} 为 吕 的 可 测 划 分 ， HEA) = PCy © 

P(X) lajam i 
V = D Y Xr >o c0€, (3.5.9) 
J 一 1 

W = > Ys] Xoro coc; (3. 5. 10) 


Fal 
Ep Y 一 《7 Yn) 如 定理 3. 5.2 所 给 . 
引 理 3.5.3 设 {Cjl 所 7m} CPX), || C, || <M. 
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则 
COC tol CN LNV d M 
i=l 7 一 上 
Hop d 表示 Banach 空间 蕊 的 维 数 ,上 式 右 端 与 严 无关， 

证 明 ig Arrow,K. J.and Hahn,F.H., < General 
competitive analysis > .San Francisca; Holden-Day ,1971,P. 
396. 

定理 3.5.4 RiFer => 1) CLX] 独立 同 分 布 ,并 
BF, 满足 43.5.8) 7 如 (C3.5.9),C3.5.10) 所 定义 ; 则 





CL) VL DF oEF,) > OCW). 
n t=] 


证 明 HA HEHE s. 5. 3 知 
CD Vn dd X) EPEOEF > VW) 


一 1 


{k Hausdorff PRR 0C, O 的 三 角 不 等 式 ,有 


1 orp al =x 1s, 
Vrea CO COB) Nad OO Fo g DF) 


lop — pp ` 
< Va OC Dy FCoE) 
< Vnt 3) oF, EF,) 

"Zl -> 

1 Nan 一， 一， ITs, ld 
<n OC coF,,coEF,) + Sn SF UPD 


iml r=1 


& M = max( || F, |} .1 < jm), WARS. 5.3 


“ao: | 








~a dl ap 1 vpn, 1 -+ 
af th OC) ak n co DF) Ea 7M ~x d 
AK SAS BLE E A aA a SB EM i 
Snad Ol OR) <M ve 
7 1 - r=] 


定理 得 证 ， . 

以 上 研究 了 集 值 随机 变量 联 有 限 个 值 时 的 中 心 极限 定 
理 . 下 面 我 们 利用 超 空 间 的 拔 入 定理 ($ 1.2) 来 研究 更 一 般 
情形 下 的 中 心 极限 定理 ， 

引 理 3.5.4 i X $} Banach 空间 ,D,,D,D 如 定理 
1.2.13 及 定理 1. 2.14 所 定义 , 若 瑟 是 一 维 的 , 则 已 是 四 维 的， 
FFB 。 

e =< [n1] {0} >,e, =< {1}, {0} > 
e =<. [— 1,0], {0} >,e, =< {—1}, {0} > 
是 它 的 一 个 基 . 

证 明 ”首先 容易 验证 {21,ez ;es,24) CD BREEN, 
FF D = spanD, , Aik ley ves yeres) 为 BD 的 一 个 基 , 仅 需 证 明 
D, 中 的 任意 元 率 均 可 用 {e112,e3,e} 线性 表示 ,分 两 种 情形 
考虑 

(1) a < ied] {0} >E Das0osa 则 显然 有 

< [a,b]: {0} >= be, + lale, + Oe, + Oes 

(2) #< aeb] (0) >E Dab, Re € [eb], 

Wo 
< [a — cb —c],10} >E D, 
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ECL) 条 件 , 因 此 
< [a — ece,h — cj i0: > 


== (6 — eje, -H la — cle, + 0e, + ce, 


从 而 
<fa,6_.{O} > 
{bce + ja — cje tee, (20) 
~ Le -= eeb 一 Ce 十 re Cc <0) 
- 引 理 得 证 - 


定理 3.5.5 iX Ei Benach 空间 , (Fn > 1) C 
LLCO. X] 3hari, WARES SP EARLS .使 
得 

(L) IDA — EF, + {8 


证 明 KHE h> 1) Ai LTD] 中 的 独立 同 分 布 随 
机 序列 , 依 引 理 3. 5. 4 AD 是 四 维 的 , 故 存在 D 上 正 态 随机 向 
Ht EF EF = EF, ,使 得 在 D 上 ,有 





da A > 
L UF Ê (3.5.11) 


RPP 分别 表 示 SIF RP AD 上 诱 总 的 概率 测度 ,由 于 
D, 为 DD HFE, m PDD) = 0, 故 PODN\D,) = 0. BP ii 


BP RIAN: 
F= F,iag}>eD, a.e (3.5.12) 


其 中 F= EA sal € LLL, X], <p a. e 为 实 值 随 机 变量 " 
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在 互 上 定义 实 值 函数 三 : D> ,如 下 
f(<[abl.fedl>)=b4¢-d—a 
NAS BIE SC CD). Rit 
h — 7} = oil, FO — ei 1, F = f CF,{0}) >) 
为 实 值 正 态 随 机 蛮 量 ,但 由 十 I, — ty 20 aie. ,页 存在 党 
spa € R, iiih 一 T= t, ae. ay i 3; 一 - En, :出 ES = a, 
A 





E = [h + e] = (2) + LEa + EW, | 
因此 , 依 (3. 5.12) 知 EF, = EF = [Epse + En] Mi 
EZ F >) =< EF, + {6} {0} > (8.5.13) 


最 后 ,我 们 证 明 (L) EDF, EF, + (8). 任 给 有 界 连 
i=] 


26 PRA g: Pad) -> R, ELA Do > ROW 
R < (C, {0D >= g(C) 

RA D 二 的 有 界 连 续 函 数 , 由 于 D 为 DD HATIR IK 

Tietze 扩张 定理 可 扩张 为 下 上 的 有 界 连 续 函 数 , 仍 记 作 5. 根 

据 (3.5. 14) , 《3.5.13} apy 


limEhC< 4 Fo} >) = EAC EF, + {8}, {0} >) 
即 
tim Bg SR) 一 Eg(EF, + (&}) 
MK g: PeX 一 R RE REM 


lap sr 
DE 十 {&} 
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定理 得 证 


$3.6 ” 超 空间 上 的 选择 算 子 及 其 应 用 





在 集 值 随 机 过 程 的 研究 中 ,一 个 关键 的 问题 就 是 其 满足 
O 莫 种 性 质 的 向 量 值 选择 过 程 的 存在 性 .例如 第 二 章 中 的 可 测 
i. POURRA FN BREE. AAR Re 
Fay es) BH RS. 本 节 将 提出 研究 选择 问题 的 一 种 新 方 
法 - 一 选择 算 子 法 ,并 将 其 应 用 到 集 值 随 机 过 程 的 研究 中 ， 
为 报 述 简 清 起 见 , 本 节 恒 设 XX 是 有 限 维 Banach 空间 , 此 时 
(P(X) 了) 为 局 部 紧 可 度量 化 空间 , 而 BPAX)) 就 是 
(P(X) ,IJ.) 上 的 Borel 代数 ,从 而 可 将 集 值 随机 变量 看 做 取 
EFP), JO 上 的 随机 元 , 对 于 一 般 的 可 分 Banach 空间 ， 
可 考虑 Pr) 上 的 Wijsman 拓扑 ,这 也 是 一 个 可 分 的 可 度量 
化 空间 , 则 本 节 的 大 部 分 结论 ,对 于 任意 的 可 分 Banach 空间 
依然 成 立 , 这 里 将 不 再 竹 述 , 

定义 3.6.1 HE p: PAX) > X HBS ACP XD, 
Jo LAFA T A AE P(X), gA E A. 进一步 

DOD ” 称 ? 是 连续 选择 算 子 , 荐 ?是 拓扑 空间 (Pj(X),J) 
到 上 的 连续 映射 ; 

(2) 称 ? 是 可 测 选择 算 子 , Be EH iha Ms 
(P(X), do Bs (PAX BX 的 可 测 有 映射 、 

定理 3.6.1 eX EHR Banach 空间 , 则 必 存 在 
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et TEED A ay 





(PAX) 3 ED — SY 8S ER F Cg. 1), RREA A 
€ PAX) 
A=ch@tAd yn = 1) 
证 明 HEE EY A ae CPX B PAD 上 的 
(A wat | 
KA=A AE€PCX) 
显然 1(*) 关于 BPX) 可 测 , 故 依 定理 2.1. 9, 知 定理 成 
ue 
定理 3.6.2 iX SEA pi Banach 空间 , 则 存在 连续 映 
m . 
p+ (PCX) J.) X 
使 得 任 给 4 E PAX), pA) E COA. 特别 地 ,4(*) 是 (Pj,CX)， 
J.) 上 的 连续 选择 算 子 . 
证 朋 ”考虑 定义 在 (Px(X),J.) RERI 
ICA) = coA,A € P(X) 
E rE Xe > 9, 下 面 证 明 
SEDEL (3. 6.1) 
AY = (A E P(X) .c0A N Sao E Zi}, BRA 
Y= (AE P,(X), GAN Sr.) Æ Ø) 3.6.2) 
故 仅 需 证 明 Y € Je EC E 站 ,由 于 
cot NN Ser, E) KOH 


故 存在 TL E a E CRA sha, € [o.1]; DA = 1 ,使 得 
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Maa E SCr,s) 
acd 


fee =e — |x 一 SA | RELA 
i=l 
= f, (S€x,8,)) c ts ñ T, (Srn E) 
WP; (XJ 中 的 开 集 , 且 CE OY, AJER BEY, FE 
n € 百 , 使 得 lo ylh nG iS n), AT 
| Xan = Mazi <a 
Rit 
lz- > Do Ay | <e 

则 coB N Sir.) #D.BEY,, 这 就 是 说 CY, 从 而 可 得 到 
C 是 YY 在 (PAX}),J) 中 的 内 点 , KC 的 任意 性 知 Ye 
J,€3. 6.1) 得 证 ,根据 (3. 6.1) ,利用 :52] 中 定理 8.1.8 同样 
的 证 法 可 证 存在 连续 映射 9; PX), Jo 一 工 , 使 得 红 4) EC 
ICA) = oA 定理 后 一 结论 为 显然 

下 面 给 出 选择 算 子 在 集 值 随机 过 程 中 的 应 用 , 设 (9,A， 
D 为 完备 的 概率 空间 ,用 zs 表示 集 值 随机 变量 下 在 (Pj(X)， 
JO 上 诱导 的 概率 调度， 

定义 3.6.2 Fote Rt) 为 集 值 随 机 过 程 ,P 是 随机 
过 程 的 某 种 性 质 , PRX 值 随机 过 程 (fi,t © RO) 为 {Fi,t ©. 
R+) W P- AF. EUo © Rt} 具有 性 质 P, 且 任 给 i EE R, 
€ Face. 

定 捏 3.6.3 {Fon > 1) WHALE, E 
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Hp LOX] LIF > FOP E Paca e. ,有 存在 {Fn 之 1} 
HAR S) FR SRE FE Le 1) don > FE Fae 
证 明 AREH PGO EPO, Jo PRATE 而 

PER nS lF, EE el Xj Bp 

piw F, € P(X)} = 
a HK BE Bt 2s E) ERE A HE E 

“tw. F E P(X)} = 
BIR E PaKa e. 设 P 是 定理 2.6.2 纵 出 的 (Pj.(X),]) 上 
的 连续 选择 算 子 , 令 

f= gE) fs = OF) n= i 

MAn 1 WAS, E Fae f € Face. FA ays My RR 
太 及 了 在 了 诱导 的 概率 测度 ,为 证 {wn > 1} 依 分 布 收 敏 到 
FACIE ER X 上 的 有 界 连续 函数 上 :天 一 尺 , 有 


lim] Acad pp = | hede (3. 6. 3) 


& HCA) = hA, M RCO EPGD 上 的 有 界 连 续 函 数 ， 
于 是 


| hidan = f Af du 
x Q 
| hendu = f kdy 
X a 
| H(A dp = | H(F du 
Py fh) ü 
f H(A)dpy = f HUF dp (3.6.4) 
PY AX) 0 
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mh FOF, 一 五 , 故 由 (3.6. 4) 可 得 
limf hir)d im = limf AC du 
a x a 9 


= im| h(GAF,) du = lim| H(A 
x go E] P iA 

= f H(A) dy = f H(P)du 
PaE) 身 

= | AGE) de = | ade 


= | hird pr 
Q 


(3.6. D FRE HER - 

定理 3.6.4 设 {f,,t E R) 为 集 值 平稳 过 程 , 则 必 存 在 
它 的 一 列 平 稳 选 择 {Fiom ,t E R ho 使 得 

F, = cm nw € Qe E Rt (3.6.5) 

证 明 Wendi) 为 定理 3.6.1 给 出 的 P(X) 上 的 可 

测 选 择 算 子 , 任 给 上 E Rt nl 
= CF) 

则 依 平稳 随机 过 程 的 定义 易 证 {f?,t E RY). 为 一 列 满足 
“(3. 6. D 的 平稳 选择 ， 

最 后 讨论 集 值 马尔 可 夫 过 程 的 选择 问题 . 实际 上 , 所 谓 
集 值 马尔 可 夫 过 程 (定义 3. 1. 4) 也 可 直接 看 做 概率 空间 (@， 
A.) EPX), BCP CX) )) 为 状态 空间 的 马尔 可 去 过 程 ， 
因此 有 关 的 经 典 结论 (如 马 氏 过 程 的 等 从 条 件 ) 均 可 直接 套 
用 , 设 Bx 为 XxX 上 的 Borel a ftg, HO, BD 表示 可 列 个 可 测 
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空间 , (X .Bx) 的 乘积 可 测 空间 
定理 3.6.5 IF tE Rt} 为 集 值 马 尔 可 去 过 程 , 则 必 
RAFA = of. 所 昌 , 存 在 -- 列 向 量 值 的 随机 过 程 {Fom ,t 
E R+) ,使 得 
F,= Hf? mei we OER (3.6.6) 
BBS x, = FO FO fo) A zt © RY} 是 以 CX*， 
BY) 为 状态 空间 , (At E Rt) 为 参考 族 的 马 氏 过 程 ， 
证 明 BRAG 1) 是 定理 3.6.1 给 出 的 Pr(X) 上 的 一 
列 可 测 选择 算 子 , 令 
一 多 (人 
WWF E R ha 是 一 列 向 量 值 适 应 过 程 , 旦 满足 (3. 6. 6). 
为 证 {zst € R) 是 马 氏 过 程 , 仅 需 证 明 任 给 有 界 可 测 函 数 
At CX* BY) > RAES te >s E R+, 有 
Elalz/A,] = EUR ir, ) /a Ce) ] (3.6.7) 
ce MR H (Pr BP,’ + ROOF: 
ACAD = ACG LAD LAD. pe LA), 
AE P(X) 
MW AC) CPX) BPX) 上 的 有 界 可 测 函 数 , 且 由 
(Ft E R+) 是 马 氏 过 程 可 得 . 
i ELAR )/A,) = ELA) /o(F)] ae 
BI E(ACx,)/A,] = E[h(xj) /elF)] ae 但 由 于 
F, = {fn l},w EO 
因此 oF) = oh OF on 1) = olr) ARC. 6.7) 成 立 , 定 理 
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得 证 . 
[ 注 1] RLRE, (Fot © RY} 的 统计 特性 由 可 数 
个 向 量 值 随机 过 程 (Ai" ,= 之 1) 的 统计 规律 确定 ,因此 我 们 把 
上 述 定理 称 作 集 值 马 氏 过 程 的 离散 化 定理 . 
[2] HZ 为 正 整数 的 有 限 子 集 , 若 集 值 马 氏 过 各 
(Fut © RY) 在 Z 中 取 值 , 则 上 述 定理 给 出 的 {z.,t E RO} 就 
是 一 个 以 Z* 为 状态 空间 的 无 穷 质 点 马 氏 过 程 模型 . 
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第 四 章 。 集 值 著 及 其 收 全 性 


($4.1 集 值 次 .上 鞭 与 下 鞍 的 定义 及 基本 性 质 


WAX HAT SP BY Banach 空间 ,对 偶 空 间 为 蕊 ". CQ, A, a) 是 
50 ES] fA. 1) A 的 完备 且 单 调 上 升 o 代 数列 ， 
AA=A.. = VA. 
TEM 41.1 {Fon > 1} 是 一 随机 集 列 , 若 有 
F, € QA Hs Xn 1 
WWF, An > 1) 是 适应 随机 集 列 或 集 值 适应 列 ER 
ShA) Fon 2 1, ROP A, 之 1} 是 适应 可 积 随 机 集 
列 . 
定义 41.2 HF. An 之 1} 是 适应 可 积 随机 集 列 ; 称 
{Fy Anon 之 1) ERER LR FRA - 
ELF /A] = (C, DF a e.n Zl 
WALL BHE A, 1} 是 实 值 非 负 可 积 适应 列 ,车 
&F, = i]na > 1.47 
ELF,../A,] = (0,£[€,,/AJ].2 >1 
HUF Aon > 1) WR ERR LR. FR HEER 
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HEHE (En Ay ort > 1) ERER CE BR FRO. 

CH i] ROU, ®©) 是 一 向 右 定 向 集 , Ast E .是 和 的 
上 升 子 «代数 族 , 则 可 类 似 地 定义 以 J 为 指标 集 的 集 值 靳 (上 
BR. PRP. 

[ 注 2] ”在 下 面 的 讨论 中 ,车 不 作 特殊 的 说 明 , 上 升 子 。 
代数 列 总 是 取 定 为 {4,.4 > 1), 此 时 为 叙述 简便 , 常 将 其 省 
We WEF, Aon > 1} 简 记 作 {F,,n > 1). 

[ 注 3] 车 {Fn 之 1) BPX) 值 适应 可 积 随 机 集 列 ， 
则 由 定理 2. 4. 11 知 

ELF,,,/A,] = (CC, DF, ae. nl 
与 
E[F,./A.] = (C, D)F,a.€. om en 1 

为 等 价 , 有 反例 表明 对 FE LLQ;X]1, 定 理 2.4.11 不 再 成 立 ， 
所 以 对 PX) 值 适 应 可 积 随机 集 列 , 一 般 不 再 具有 上 述 的 等 
价 性 . 

定理 4.1.1 Rn 1) 是 集 值 适应 列 , 若 满足 下 述 
条 件 之 一 : 

MD F, E L[QA, X], 

(2) X* WORF, E LLRA aX]. el, 
SF on 之 1} ERER R, FR BARE 


Al Fenda =C, Delf Fdn,a Ee Anne 


证 明 MERA RID 或 (2) 满足 时 , 由 定理 
2.4. 14 或 定理 2. 4.15 3 ELFA] 由 下 式 瞧 一 确定 , 即 
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af E[F,., /A, Jae = af Fud, AC A, 
A A 


于 是 由 定理 2. 3.16 及 其 推论 即 知 结论 成 立 . 

Pn > 1) 是 集 值 适 应 列 , 其 对 应 的 实 值 通 应 烈 :o(*， 
Fn 学 1},{d(* Fon 之 1) 等 实 值 特征 序列 常 称 为 :Fn 
> 1) ERE. RR. LP) 鞠 与 其 伴随 过 程 间 的 基本 
关系 如 下 所 述 . - 

”定理 4.1.2 Pon > 1) 是 集 值 适应 列 ， 
QQ) A Fon 21} PMA ER. HERM x CX, 
(d(z.F,) yn 之 1} ARAFA 
(2) ”车 {Fsn 21) 是 集 值 下 蔷 ; 则 对 任意 的 EX, 
{Ale F,) ,4 这 1) ESE PR. 
(3) ”车 对 任 给 的 x 七 天 ,id (tz,F,),n 之 1} 是 实 值 可 积 
LPR MF > 1) ARAFE. 
证 明 C) FU > 1) BER. BI 
EL Far An] C Face. ye 1 
于 是 由 定理 2. 4. 4 及 定理 1. 2. 3 有 
Eld lr, Fr) An dix, ELF 41/4, |) 
wm d(zr,F jae, nl 
BUda F n = 1} EETA- 
(2) PFS l) BRA RRR, Bp 
ELFA] D Fae nnl 
对 尾 给 的 z E X, HE 2 414 
hla, FS hir, ECE, 41/A,]) 
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< EAC Fy D/A jae, nl 

BAC, Fon Sl} 是 实 值 下 款 . 

D Fede. FD E Ln El, AASAD 4 Oo 
LEGT 2 1) 是 集 值 适应 可 积 列 , 又 由 于 

Ed ix, Fap) A] & d(x. PF) ae. Ga, nl 
而 由 定理 2. 4. 4 知 
diz, ELF, /A,.]) S dix, Fp ae (r)a 1 

其 中 a.e. Cc) Bea Sp RA x AE. A XB SP. Bei i 1) 
是 AOL BASE MFETEEN CALA 

d(x,,E (Pea /A,)) Sd Fw E AN EX 
从 而 由 定理 1.2.3 SF. 1} RP. Ee . 

推论 411 Fn > 1) 是 集 值 适应 列 ， 

(1) ae Fen 1) FER P| oe 1) 是 实 值 
FR: 

O AGF. 1) ERETTA MY || Hl] nee 1) 是 实 
ETR. 

定理 4.1.3 0 HF > 1) Æ LLG] B EH. F 
BR). ERA rt E X* ola Pn ee 1) 是 实 值 可 积 著 
(heh. FRR. 

IA ”由 定理 2. 4 18 EaR eR. 

定理 4.1.4 EX" WS}. 1) 是 Lk[Q;X] 值 适 
应 列 , 则 下 述 等 价 ; 

C1) (Feon = 1} SRR CH, PRD; . 
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(2) x" © X’, lola", Fon 2 1} AKER LA. F 
BR). 

证 明 由 定理 4.1.3 DS” 成立, 只 要 证 明 
“(2) 过 (1)” 成 立即 可 . HEC) 成 立 ,D' BEX" 的 可 列 范 稠 集 ， 
对 任意 取 定 的 # l PETRE N © A, AR 

or’ ,ELF, /A, = (RO Boe" .F,) 
we Nr € D’ 
于 是 如 同 定理 2. 4. 18 的 证 明 可 证 
Sr’ ELF, A, D = (=, 2". Fw E ONN et E XX" 
由 分 离 定理 即 知 有 
E(F,.,/A,] = (C, D)F,,w E AN 
BR (UF, oe = 1} ERER ER. TAD, C) 成 立 , 证 毕 . 

JERE 4.1.5 {Fen = 1), (Cern 21} Æ L[9;X] {Ë 
B MSCE G on = 1} 是 实 值 可 积 下 著 . 

证 明 GK OCG) E L'[O,A,, 5X] 为 显然 ,由 定理 
2.4.44 

ELEF ai G1) /A,] 
= (ELF, A] ELG (Ag) 
= 6(F,,G,) ae. snl 
故 结论 成 立 - TER. 


$4.2 FARC, THO 的 停止 定理 


对 于 给 定 的 上 升 子 5- 代 数列 {A&,,n 之 1), 它 的 停 时 全 体 . 
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有 限 停 时 全 体 和 有 界 停 时 全 体 分 别 记 作 了 ,77 和 人, 并 记 
To) = {rE T >o} ET 
引 理 4 2.1 Fon 1) 是 Pj(X》 值 适应 列 , 则 对 任 
意 的 rE TF, = SF Xam HA A. 


atl 


证 明 ”对 任意 的 CX. AW 
dla, Fd = Yder, Fre. 


PETI 
H A. 可 测 , 于 是 由 定理 2.1.3 知 五 :为 和 .可 测 , 证 毕 . 
引 理 4.2.2 Belo 21) BLOX] ARC ECA. TF 
BO WER AT E 了 ,有 
ELF,/A,] = (CO, D) Finns ae (BI) (4.2.1) 
WRR Bion 1) RM BMT CT, Rb = 
supr (w) <o, p = b) E A. Hnd 2.1) RH 
BR. HAR n <6. 因为 
F, = Fytqee, + Ps i—i) 
FI Xero Al Xen HA As HW, AP eee HA As- 可 测 ; 故 
由 定理 2, 4. 6 和 定理 2. 4.9 有 
ELF./A,.] = ELF,/As :Xecs + Fine Xe<e) 
于 是 由 定理 2. 4. 11 并 依次 递 推 即 可 得 - 
ELP./A,) = ELELF./As_1)/A,] 
= ELELP,/ Ag.) Xeen 十 五 ebxXercoy Ae] 
= ELF Xeon + Fra nocn/ A] 
= ELFnG yA = ~ 
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= E, Forn An] = Fin. A. Ê. 
(4. 2. 1) RR A EA FAE TTA fol iE A > EEE - 
引 理 4.2.3 RPFELO;X]. WHEA tE 1,4 
ELF/A,] 一 S)ELF/A, Woo a e 


azl 


证 明 对 任 给 的 A€ ShA 
ELFA] = ELSA heen © SH api AD 


为 显然 ,由 € SE 的 任意 性 即 知 有 


SEA a, © Si EEF A Mop end CA.) 
al 


而 5 一 方面 对 任意 的 f € SY ETEA Iicn (AL), 在 集合 (r=) 


=I 


EAT E[F/A,] ace. BOER gn 1 这 5}, 满足 
EC | ELEA] = F Xow) < seen LAD | 
A 
ga = $ ELet/ A] Xon k Bl 
ax] 


Wg E Site (A). > 1, AF 


Ella — fll <j 0,809 


RAW SS Sira A), BS E SS aea ya 的 任意 性 
Al 
SYS HEA Wea, (Ad C Sara (Ae? 
nak 
由 此 知 


ELF/A,] = SJ ELF/A, eam ae. 
Ail 
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证 毕 . 
定理 4. 2.1 (Doob 停止 定理 ) BEF on 之 1) Æ LLO; 
X] {ERC EB, FRO. MER or € T, a<r WA 
ELF./A,] = (CI, D)F,a.e. 
证 明 aF E LRO WER, Rock, RA 
r, 于 是 由 引 理 4. 2.3 和 引 理 4.2.2 有 


i 
ELF./A,] = > ETF An Xeon 
r=] 


k 
= (G, = SIEF Xen 
五 一 二 


= Fae 

故 结论 成 立 , 证 毕 . 

推论 4 2. 2 《可 先 采 样 定理 ) 设 {Ff,,n 守 1} ELR; X] 
ERER, FRO MER AIL APR (en SIP CTF, 
An mt ce 1) PE Lia, xX} (ARC ERR. PRD. 

如 辣 实 值 和 向 量 什 情形 ,对 于 一 般 的 非 有 界 停止 时 ,车 没 
有 一 定 的 附加 条 件 , 相 应 的 停止 定理 和 可 选 采 样 定理 不 再 成 
Y. 

引 理 4.2.4 (Fun > 1} E LQ; X] Hat F 
BO). SER t E TARR EIF, | <% H 

lim infE( | Fu ll Xem) = 9 

WU ELF./A,] = (C, DIF, ae. nl 

证 明 AR RBA TE BAS EE A oe nel | 
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H 4.2.2 有 
E Fenm’ Ag | = Forna. È. (4. 2. 2) 


“wire Sko RS, E Sin ott > 1,> 
B= foam + Inkcom sm ne] 
Wg” © Si, HC 2.2) 式 知 五 [g"/A] © Sk ,因为 
lim inf || ELF/A,] — Elgn/A,] || < lim infE || f — gn Il 
= lim inf EC | Fm ker my | + | FAm I 
S lim EC Fa || Xazm + MA 1 Xem) = 0 
HE ELA] E Sh od Se Sh 的 任意 性 知 
E(F./A,] C F,,, ae. 
成 立 . 反之 ,对 任 取 的 六 E Sh CAD ,由 (4.2. D RE HE Em 
E Sho Sn (tH E || ELew/4A 一 了 | <4. mee Sh, 
并 令 
hin = En Kiem) 十 EXimo ZEN 
Wh, E 5} ,m Dn, BA 
lim infE || f — E[A,,/A,] || 
< lim inf {E || f — ELg,./A, 1] || 
+ EC | Eniron) | + ll ep I )} 
< lim inf E( | Fadi Xe>m + |g l| asw) = 0 


这 表明 Ee Skra (A,) Ba SE Sr, CA.) 的 任意 性 知 有 
Sr, CA (一 SEFA] LAL) 
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IAD ELEJA JD Frana e > 1 BRI et ERA FBR 
可 类 似 地 证 明之 ,证 毕 ， 
定理 4.2.2 RiR on 1} Æ LRR; O (eee. 下 
蒜 ), 对 任意 的 czE Trolo ENEI <% H 
lim inf EC || F, | Kea) = 0 
则 
ELF./A,] = (CC, D)Fya.e. 
证 明 ”用 引 理 4. 2. 4 代替 引 理 4.2. 2, 如 同 定理 4. 2.1 
的 证 明 即 可 证 明 结论 成 立 、 
推论 4.2.3 HEP 1} ELX] BRC ERR, F 
ER LIP ILD 21) COT, H E | Fall < 
oon 1,8 
Y a llim infE | Fy Lemon = 0 


SU Fins Ann 2 1) PE LRG AX] t E TRD. 


8 4.3 BARBRA BIE RAT 5 atte 


定义 43.1 RF ~ (Fon 21) 是 适应 可 积 随机 集 列 ， 
` JRX fh Bochner IRENA on > 1) EF BEE. EE 
(1) fe E SECA, a > l; 
(2) {Jan >l) EXER. 
F = [Fn > 1) HRe IEE 

MS(F) a MS(< F, >) 


车 {f'n 这 1} 是 的 靳 选择 , 则 记 作 , < 7, > © MSOF) 或 二 
fi > € MS(< F, >). 

例 4.3.1 HEA l) AX RR. Ee 1) 是 非 负 实 
{HBR > 

F,=f,+4& *SQ.1).2 21 

Hp SOD = {x E X, || || S11). MF. E LQ X] Z 
L {Fan 2 1) 是 Lk[9;X] 值 适应 列 为 显然 , 且 可 以 验证 有 ， 

ELF,,,/A,] = EL r An] + ETE. /A, J “ 50,1) 

= f, t 5O, 1D = F, ae ,2 21 
HF. > 1) Æ LLX] (eR He E S50,1), 令 
En = fa + Ft 

We, E SEAS > 1, Hinon 1) Æ X HRA RAR. iE 
E <i g, > E MSF, >>). 

定理 4.3.1 HEF = iF 221} BLOX] ALA, 
WFRASH: 

O) FELL£Q:X] AR, 

(2) ELF,/A,} = F,a.e, mi>nled; 

(3) Sh (An) = cl{ELg/A Jg € Sk (Ay he 2 l; 

(4) Sh CA) = cllg,, < gi >E MS(F)}.2 > (MSE) 


+ Ø) 
证 明 ”由 定义 4.1.1 的 注 知 (1) 等 价 于 (2), 由 推论 
2.2.1 知 | 
ELF iii /An ] =F, a. €, 
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成 立 的 充分 必要 条 件 是 
Sh (AL) = She, An) 
但 由 定理 2.4. 10 有 
Sher a AD = cl{ ELg/A, Jeg E Sk An)? 
KO) 等 价 于 (3) ET. EERO aS 成立. 
“(3) 二 (4)” RO 成 立 , 对 任 给 的 s 盖 0 和 态 挟 
Sh (A) ARTE fe © Sk Ang) EA 


E || Elfen/A]— fall SF 


依次 弟 推 可 得 一 XX 值 适 应 Bochner 可 积 列 {f 1m 之 n) ,使 其 
满足 上 式 ,对 任意 取 定 的 之 ,考虑 序列 {ELf nAn k}, 
BA 

E || EL fari A] ~ ELF, /Aed | 


<E | Efm An] — fn] <Sim Sk 


om! 
所 以 对 任意 的 二 六 1, 有 
E | EL mta Ae | — EL fani Aa | | 
= E|| ELD) CELS mtii Ame] 


= mti |/ Ay | Il 


< DEI Efan Amrit] — fase 


E ， 
< > 2m 十 :一 1 < Po Om oo 





PBF LS n/Ag lm > k) Æ LOX] 中 的 Cauchy 列 , 从 而 存在 
& E L9; X] 使 有 
E || 五 LA/ A] — gs | + 0,m — 00 
(CEL Fn/Ac]om = k} CSRO BDL gs © SECA). AHF 
Ell ge 一 Elg A] | 
< Elle, — ELS aA li — Ell EE /A 





— El gisyi/Ac] | 
< lige — ELfn/As} | + E || ELEn A] 
— Eiti il 


所 以 有 
Elgin Aj = gaes kdn 


& = Elga A k <n 
Ek E SpA sk = 1 
这 表明 
<i gi >E MSF) 
但 由 于 对 固定 的 *, 有 
Eli -gls aE ELA An] — EL Pasi /Aed | 


+ Ell EL .六 /和 7 En | 
而 tt ELFA] — g, fe 0,2 > 00, FRAT 
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re ee ee ares ~: -一 一 





Ell fy — ga lS SDE || EEA] — ELA] 


J=0 


= SIE | Fat; pii ELS ai An] | 
jn 





Ce 
一 aE 
f Sa > gati SE 
j=0 


由 此 知 
.Edge Sa > € MSF); 
于 是 由 六 E SLA) 的 任意 性 知 
Sp (A, CO clig,: < g >E MSE); 
而 反方 向 的 包含 关系 是 显然 的 , 故 (4) M O>) 得 证 
“C4)=>(3)" 设 t4) 成 立 ; 则 有 
Sr CA,) =clie,, << g >E MS(F)} 
= HEL gai/ A.J], < gr >E MSCF)} 
Cel{ELg/ Ag E 5 (Any) 
再 证 明 反 向 的 包含 关系 也 成 立 , 任 取 & E SE Aud ,因为 
(4) 成 立 , 所 以 有 
gE cigni < g >E MS(F)} 
于 是 存在 一 列 蒜 选 择 < gi >i > 1, 使 有 
Elen — gl + 0,8 o 
从 而 有 
El g — ELs/Ajl = Ell Elgi./A.] — Ele/A,] | 
<SEll gin — gl + 0,7 oo 
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Sa er Re eeaeee- + e eec r fee 


{E gi E Sh (AD i> 1, FLESCH ELA] © Sh CA.) ,由 
此 知 反 向 包含 关系 成 立 , (4) 过 (3) 得 证 ,定理 证 毕 . 

定理 4.3.2 {F= {F n> l} BLOX] A, We 
E< gy >i 1} C MS(B), ,使 有 

F,=cligig 21} ae., nl 

WERE Sl F E LELOX), BRE 

fet fast 1} CSA) EA 
Fa = cHf ui = 1} 
对 于 每 一 个 o REH 4. 3. 14> SUPE TE FARE 
(gh? Re) itt? 1 
使 有 
Ep g’ — fuil = 0, jni) > co 


于 是 有 





F, = cligi™?, jai) a li 1}, ae. 
而 {gi Ale l h jO D lS lel) 是 可 列 个 靳 选择 
列 ; 将 其 重新 排列 后 记 作 {84,8 Se 1 ,i 这 1;, 芭 知 结论 成 立 , 证 
tE, 
E433 HAD S.OF = (Fn 1) ELOX 
适应 列 , 则 下 述 命题 等 价 ; 
C>) FRA: 
(2) PE e > 1) C MSP) 使 得 
SE A) = cif}, < gi > © MSE) i 1} 
证 明 (1) 02)" CD ay. AA BPS}. LX] 
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是 可 分 的 Banach SH), ERP ERAS n > L PRES 1} 
C SF CAD, EA SE (Ch) = elif 21} 成立, 仿照 定理 
4. 3.2 AY HERA BD Ay HERA CIO=> (2) 成立 ， 
“(=> (1) 设 (2) 成 立 ,由 于 
SE (A) = cl{gh, < gi >E MSF), i > 1} 
Tel{g < ge >E MSCF)) CS} (An 1 


故 由 定理 4.3. 1 知 (1) RI C29 1) 成 立 , 证 毕 . 
FEM 4.3.2 HiFi > 1) ELX] AR REP 
E LLOQ; X], iF, = ELF/A,],a.e. n 2 1, MUP Fon > 1) 
725 ASR. F ERAH. 
JEM 4.3.3 B ag, >€ MS(< FL D>) Plean 1} 
是 向 量 值 右 闭 鞭 , 则 称 {g,,n 宇 1}) = FP, ne 1} ARR 
选择 .的 右 闭 谢 选 择 全 体 记 作 RMSCF) a RMS < F, >), 
Fig nl) EF ARE. Wig <2, > EE RMSE) 
mR < e, >E RMS(< EF, >). 
FEE 4.3.4 HF = (Fn > 1} 是 L$[R;X] 什 适应 列 ， 
则 下 列 命题 等 价 ; 
(1) FÆRA, 
(2) (2.1) supE Fi < 
(2.i)RMS(F) 关 作 且 . 
Sh (A) = cl{g,. < gi >E RMS(F)},2 > 1. 


WEAR “DSa” C1) 成 立 , 则 存在 FE LLOG], 





(=ALF/A,| aes n=l {4.3 1) 
B ENIFA EWE | <œ, 1, ARAC D 成 立 ,又 由 
(4.3.1) RA 
Sh (A) = Shea A) 
= cMELS/A If © Sp} 
Telg, <g, > © RMSCF)} 
T Sh (Anon = 1 
WOD 成 立 ,“(1) 之 (2)” 得 证 . 
“(2 ” RO 成 立 ; 令 
M = (fe POX], < ELf/A,] >€ RMSCF)} 
OW Sie M ELG] PRESAR AGTA RAT T 
是 存在 FE L}[Q;X], 使 有 MM = Sh AMA 
Sh (AD = lens < gi >E RMSF)) 
= cl ELF/A, 1.7 E M = Sh} 
= Shea AD n l 
由 此 知 
F,=E[F/A,Jae yl 
HC) psy. “(29> 019" 得 证 .定理 证 毕 . 
定理 4. 3. 5 Fn > 1) SARE Fo 是 其 右 闭 
元 ,如 果 下 列 两 条 件 之 一 满足 ， 
(i) A 是 可 分 的 3 
Gi) X* 可 分 且 F. E LGX]. 
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WATE et 之 1} Sh 使 得 
F, = cl{E[g/A,}:@ > lj ae, 1n Soo. 

证 明 EPR PEO 满足 , 则 类 似 于 定理 4 3. 3 C1) (2)” 
的 证 明 . FRE GL) 满足 , 设 (ze k I1) AX" 的 可 数 
HEFTE. APSE IES ES 之 1) Sh ,使 得 

Eo = eH Sae 
MEAG & 1. AETH AS i 1} CO Sh, tE 
< rA D> talr, Eo) a e yf oo 


SE PRTA > 1) {4*,i 之 1} 重新 排序 , 记 作 


k=] 


(Aig 1), SU = (AAT 10d, EK lAn WARE, 


oA = LEU UE Sb, 的 可 列子 集 ,将 其 重新 排序 , 记 作 
(gt ll. FHA eS lF, = ELPA ae. 故 有 
Fo cl{Elg'/A,J.é21) ae. 


fi aR AB A ERR eS HEB A Sl, 
alrt FL) = E[l elr FO /A, | 


= supEL< re „h“ = fA, | 
S supE[< gi hi > /A,] 
= sup < »E(e'/A, | > 
依 定理 2.4.17 知 相反 包含 关系 成 立 , 定 理 得 证 ， 
定理 4.3.6 设 和 A 可 分 ,{F,,n 写 1} BLOX] Aa 
列 , 则 下 述 等 价 : 
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Q)> (Fa 21} BREA: 
(2) FEU 1),.i22 1} CRMS(< F, >) RA 
(2.1) sup supë lei ll < cc， 
(2. DSE (AD = cligisd Ilj S 1. 

WERA ”运用 定理 4. 3. 4 AERE 4. 3. 5 EU Te 4. 3. 3 
的 证 明 可 证 . 

定理 4.3.7 eX RNP, {Fon 1} BLOX] & 
Bh. || Fl] eS 1) A AT AU Po 1) A 
TER. 

证 明 由 定理 4.3.1 知 

Sh (AD = cdig < g, >€ MS <i F, > }on 1 
但 对 任意 的 gE MS(F,), Ig, I] <P, || ae. ned, 
MAX @ RNP, ikg > © RMS(F,), FERMSCF HO, 
HA 
ECAD = chig, < g: >E RMSCF,)} 9 1 

由 定理 4. 3.4 RA F PARAM, EE. 

定理 4.3.1 HHLA, Ann 1) CPX) AR 

lim supele’ 1 S oCr*,A), x* © X* 

则 w- lim supA, C oA. 

证 骨 对 任 取 的 zeE w-lim supa. AEE Amk 21, 
{EA wa, 一 工业 ~> co. 因而 有 

< 
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由 此 知 
Tr 
< lim supe(2* ,A,) 
or A) = rlr" .coA), T7 E xX’ 
故 zx © TA. h r E w- lim sup, 的 任意 性 即 知 结论 成 立 , 证 
E. 
引 理 4.3.2 (Neveu 引 理 ) ite A n Sli Sle 
SEAL F BR PDK. HH supEL sup tzi) +] < 00, MA 
(1) iÈ 1lime, = xt, € LIOR] ae 存在 ; 
(2) lim (sup, ) = x, € £1(0;R'] ae. 存在 ; 
(3) Te 一 SUP a. e 
证 阴 MEPIS 1s inal) EPR H supa, > 
L} DRE FB, m 
sup£{ supri) +t] < oo 
ee Sc (BP Be ak Wt) ee EC). (2) ABR, A 
Zæ = hm(supz,) = sup(imz,) = supri a €. 
ABR. XERE 成 立 , 只 要 证 明 有 
l Ezo = E(supz!..) 
成 立即 可 . + 
Tek) = lilii ‘k 1 
HARER, { SUP x, 7i > 1} 45982: PR. H hA 
KAERA 
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S = sup supE( sup z,) = sup£(supz,) 
< supE[sup(24)*+ ] < oo 
于 是 对 任 给 的 > 0. FEE ke Al no ER 
EC sup zi) 2S — ek I kon Sn, 
. IENE) 
XAH 
Ta — gupta = lim upa! — sup z) 
故 由 Fatou 引 理 有 
ELZ 一 SUP =- 所 lim inf E (supa; 一 SUP z, ) 


KS Sm =e kk, 
从 而 有 
E(x 一 supr.) KE 
R Ae > 0 WERHEZ Hie. HE . 
定理 4.3.8 YX 可 分 ;Ff CLIX), ESF = 
ELF/A,].n 21,22) BEARER 是 其 右 闭 元 ， 
B 
(K. M)(w)F, > F a.e. 
Fi -> | Fil. ae n — oo 
证 明 ”由 定理 2.4.11 有 
ELF.4.,/A.] = ELELF/A V/A, 
= ELF,,] = Fpa e snl 
LAEZ. 4.3, © LLA es X11 Fn} 
Ze LALR: X] RIP > 1} 是 右 闭 的 , 且 下 是 右 闭 元 
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均 显 然 , 于 是 由 定理 4. 3. 5 UFE 之 1} CS) 

F= digi El} ae. 

F, = cel { El gA bi 21} ae wn] 

ey i] Bk By FB E R 
i= l, || Ete AD — gl +0 ae. sn-» co 
从 而 l 
FCs lim infF,, ae. 
为 显然 ; 且 因 为 {1 Ele/A Ml Ag 1) ES 1) BP 
可 列 族 , 且 有 
supE[ sup | ELe 7 入 站] SEI F I < 
fit h Neveu 引 理 可 得 
lim || F, || = lim sup | ELg’/A,] | 
= sup || g |l 
= | FI ae. 
另 一 方面 ,对 任意 取 定 的 z”E XA . 
{{EL< et > 1} 
BSB HK. BA 
supE[sup|E[ < x" g' > /A,]!] 
S eri EIFI < 
XA 
slr’, F) = sup <(2* Eg /A,] > 
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= sup <a yg > /A n> 


仍 由 Neveu 引 理 可 得 
lime(2* ,F,) = bm[supEl < x* yg >> /A, 1] 


= sup < r" sg >= a(x" Fae. Cr") 
其 中 a.e. (zx* ) 表示 例外 集 与 +" 有 关 , 设 D* 是 X* 的 可 列 范 
HE TETERE N E ,使 有 
limelr' fo) = air", F), w € DAN r © D 


叉 因为 sup | F, || < 29,8. e., | F| <ooa.e. ,所 以 存在 可 赂 


ENC AMER 
lmeafz F3 = er Fw E ON, r E D 


Ro 


| Fi < 92, sup Ti < ew € ONN 
但 DD* 是 和 ”的 范 稠 集 , 从 而 由 通常 的 筒 密 性 叙述 知 
maler", F) 一 二 (和 We © X* 
jC ERA (Cw) FF, > Fa.e. n — co, BB] 4. 3.1 41 
w-lim supF, CF, a.e, 
Mii 
(K.M)F,—~ Fae’ 
定理 证 毕 . 
定理 4.3.9 32 X @# RNP AX’ 可 分 , ionel 是 
L}.[Q,X] TER, AsupE IF, || < oo, WARE F E LRC; X], 
AR 
(K. M)(W)F, > Face. 
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IF. 一 IF jlae. n= oo 
证 明 ”由 定理 4, 3, 2 知 存在 
Lag D a l) MSA F, >) 
使 有 
F,=cligit 2l} ae, anl 
因为 . 
supÆ(sup || g4 || ) = supë || F, || < ~ 
Pr D h A EEA ee EE g E LLX] 1A 
il, lle — e il + Ga.e. pn + co 

& F = cole',d 21), BEF E PX) ARS. ii ERE 
BE 4.3.8 的 证 明 可 证 有 

CK. M) Go F, => F, | FW — || F} ae, nm coo 
成 立 ; 于 是 由 Fatou 引 理 有 

Ell F ll <supk || F, <2 

i F © L5[9;X], 定 理 证 毕 . 

引 理 4.3.3 BA 21} C PRX), A, BE PAY), 
#4 A,C Ban > 1.B 

l mele” sån) = oir A) r" E D* 
Hp D* fA X* 关于 Mackey Hifhm( X", XO 的 可 列 稠 集 , 则 

(wA, A, 

证 明 HHE" CX ARAM A} CD E 
Mackey $@th FAR] x". py Mackey FE w 紧 集 上 的 一 致 
的 拓扑 知 有 
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lime(xr’* ,A,) = atr' ,A) 


Roo 


由 xz" E ”的 任意 性 即 知 结论 成 立 , 证 些 . 
定理 4310 (Fon > 1) Æ [QX] RR, 
supE | F |] < 90, EFE POCO 值 随机 集 C 使 有 天 CG, 
ae. nl s MEF E LLQ;AX]E CGae. 使 有 
CK. M) wE, F, |El -= | Fi) ace, 200 
证 明 ”由 定理 4. 3.2 知 存在 

(<< gi > 21} CMS(< F, >) 

使 有 
F, = clie i) aeng, nl 
因为 supE 上 gl <supk || PR. <cod 1, H 
(anl ECG ane, il 
于 是 由 Chatterji H p RAMA EAE £ € PQ; X]. 
i 之 1 使 有 
zl tae gll +0 ae, ,noo 
$ F = tolg i> 1) MFC s- lim infF,a. e. ,为 显然 ， 如 局 定 
理 4. 3.8 的 证 明 可 证 上 下. 上 一 IF a.e ”一 oo 成 立 , 由 
Fatou §[3850 E || F || < oo0. 为 证 明定 理 之 结论 ;只 要 再 证 明 
(rw FF Fale. ,n — oo 

RART. WEAH e E X* ,由 Neveu 引 理 知 

lime(x* ,F, ) = lim sup < z* "Br > 


ao 


= sup < z” g > 
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= glz’, F) sae. C(x") 
其 中 的 例外 集 与 x 有 关 , 设 D* Æ Xt 关于 Mackey 拓扑 
m(X" X) 的 可 列 稠 集 , 则 存在 可 上 略 集 N 使 有 
lima(x" ,F,) = o(z" ,Fw € ON, 2" € D* 
Hat w © ON 运用 引 理 4. 3. 3 即 知 有 
limo(z* Py = alrt Fo € Nr’ © X* 
Bow ACW F, + Fa. e. n> co, iF. 
LE] 在 定理 4. 3.9 和 定理 4. 3. 10 中 , 若 条 件 
supE || F, || < ce 
W484 A |e 21) 一 致 可 积 , 则 还 有 
EL[F/A.] = Fa ae,n 1 
成 立 , 其 证 明 可 参阅 下 述 $ 4.4 和 § 4. 5 中 定理 4.4.1 和 定理 
4.5.2 的 相应 结果 的 证 明 
定理 4.3.11 FE LLRA, F, = ELF/A, ln 1i, 
则 
Fa > F, ae ,HAF EF) On co 
证 明 ”由 于 RE LI[Q;X], 故 对 任 给 的 e > 0, 存 在 


LACO; X] 值 的 简单 函数 瑟 = D HXws, 其 中 {4,1 i<} 


E OY A 可 测 的 分 划 , 使 有 
AGA) Ce 
RO > op PA) < 之 6 时 有 


g 
[21H lae Š 
A 


bou 


PrE GA Wea we ar 


: 一 一 -一 一 一 二 一 一 -一 一 一 -一 -一 一 -一 -一 一 一 一- 


HFA = V An BOF EE m ALB, By} CO A,, fA 
| MAAB) <Š ILIKE 
令 

C, = B,C; = BACUB, 1 Lich 

C= AUB) 
RRES aC A, SIC, =0,$ 
Z 
G = SHa € LAQA: X] 

由 于 AAC < 8,1 ik RA 

AG, PO AG, H) + AGF) 


k 
< Ef 2|Hlde+e< ze 
i=] "AAG 


ME 2 = nm A 
AGF, <A,G) + AG ELF/AD 
= ACF,G) + ACE(G/A, J .ELF/A.) 
<2AC,G) < de : 
HI IC ADF, — Fyn o. JER ODF, -= E, ae, 
h, = EACF O/A n Z i 
Won > 1} ELEN e 
t = infin > mh, > eini A =+ co 
则 有 


4 
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u(suph, > e} < Eh, 
nE £ 
= LAG,@ <2 


T 4 n > m Hf 
FG) = 8CELF/A,1],E[G/A,]) < ELOCF,G)/A,] = ha 
所 以 有 
l e{supoF, E) > 2e} 
< {sup (En C) > e} + pe, G) > e) 
< p{suph,, > e) + 2e< 4e 
He > 0 的 任意 性 即 知 (8)F， = Fae 和 一 co 定理 证 毕 . 
下 述 例子 表明 定理 4. 3.11 pi F € L[Q É] 条 件 一 般 
FERAH F E LLQ]. 
l 4.3.1 Y(O,A.P) 是 [0,1) 上 的 Lebesgue 测度 空 
间 , 令 
A, = o{[ (4 — 19277,4277) 1 RSW) oe Sl 
DLA, n= 1) BEAT RAA., A A= VA. 如 同 $2.3 中 
的 例 2. 3. 2 a Fe LRQA, P: ] 为 
= {rE P, el <1,<2,.e,>=0, 
车 ww, = On 1) 
76 Bs SER ELF /A,].0 21), h A 的 构造 知 E[F/A,] 
在 每 一 个 区 间 [( 一 19277 22) I A ERE EE 
tH AT ELFA] © LLRF] 但 由 例 2.3.2 知 Fg LILO], 
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MOM A 


SA Rr 1 Tru at ae 


所 以 不 可 能 有 
limA (E[F/A,].F) = 0 


limé(#[F/A,],F) = Oa.e. 


BA FET ee BR ER FEO REAPER, 人们 较 多 地 讨 
EHK. M) Go) 等 收 敏 性 ,而 对 (8) KAMRE - 


§ 4.4 ARF Bag AT 5 OE 


引 理 4.4.1 Bilan Sli Sl} 是 实 值 适应 可 积 序 
F. MFRS fr: 
(D irion > 1) 是 实 什 一致 Subpramart 族 , 即 有 
lim sup {supLzs — ELAD] D> E} = 0E >0 
ETE Ta) 
(2) limye( sup (2 一 yD >e} 一 0,e > 0, 其 中 
y= einf EC(rr/A) nce l,i l 
rE T(x} 
于 (一 co,co) 的 广义 下 贰 , 且 对 任意 的 5 ETA 
y = einf E ri/A, J:i 21 
YE 了 rm 
同时 还 存在 {5,n 安 1} CT(o) ,使 有 “ 
Lra A, ] A E a OO) yt = l. 
于 是 对 任 给 的 二 0, 有 
lim sup £ (supla; 一 Elax/A,]] > £ 


sE Tre Tir} 





< < limx{ esup su sup[ a, 一 Elzi/A,]] >e} 


TE Tee 
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= = lim 4{sup esup [at 一 ELA 1] > e} 


i=l rte? 


= limee{sup (x, 一 x) > €} 


= limy(supsupLxz, — Ebzt,/A,]] > €} 
eT ied nl 

= imag{supsup[ zr’ — Efrt,/A, |] > €} 
eeP nl tl 


= limsuppt suple; — Efra AJ] >E} 


mæl 


< lim sup #{ supl; 一 ELA] >e} 


aETrE Tia) 


其 中 最 后 -~ 个 不 等 式 是 由 于 
supLzxs 一 Elz, Elai,/A. |], 00 
TEDO 与 (2) 等 价 为 显然 , 引 理 证 毕 . 
引 理 442 Ha, > 1}),i > i) 是 实 值 一 致 
Subpramart 序列 族 , 若 supE (sup lai} < oo, M] 
i> tims! = 2 limy, = y'a. e. 
HFA. AA 
fim (supz;,) = sup." = lim (supy,) ae 
证 明 ”由 引 理 4.4.1 有 
limu {sup (x; 一 其 ) > ee} =O0.e>0 
由 此 知 


， . 
sup mh 一 0ae. Nn oo 
21° 


对 每 一 个 i 之 | Ae PRE ER 
limy, = y, imzj=27 E€ D'[Q;R]a e. 


HFE AA 
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aww, ae, fll 
AA y Sen lS La 
sup (sup(y,)1) 2 sup {sup (2,97) < co 
n=] izl nal ith 
于 是 由 Neveu 引 理 ( 引 理 4.3.20 有 


lim (supy,) = supy = supr'a. e. 


但 由 于 
| supai — supy, | S sup |z, -- yi | ~ 0, aa, a oo 
从 而 有 
lm(supzs) = SUp a. e. 
# rl i=l 
PEME 
记 im Am E N.k EN PNS (1,2, 
"h 
引 理 4.4.3 Fon 21) Æ PeX APR, EE 
量 值 适应 序列 族 
(FI? n = 1},0n,k} € N?) C POX] 
使 有 


Ca) n l Fam elf ,keEN): 
== cht fi" ,1 EmnkE Nhac 
(b> EE fo! — ELPE PsA, || << 
lima, k N; 
(ec 1 (gi? ,n 1}. Cm, A © N°) £2501 —By subpramart 
序列 族 , 其 中 
got = || fe” ft on E N, On, k) © NÈ 


gmtktatl 一 1 
1 
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证 明 四 为 Sh CA) 天 Zon > 1; 故 可 选取 

(ghk lT SF CA.) ,a = i 
使 有 

F, = cl{gi, k 2 1ja e snl 
记 = gi HRE FREA 

F CA, C Ski, /4,] CA.) 
= HELSA] S € SY (AD) n> 1 

Hre Sh CAD) APE i 二 二 Sh, (Aw) A 


Ell fo 一 EUSP AJI (H 
RE EEG Che) EN:, 由 归纳 法 知 可 选取 
{fon nm} C Sh A) 
使 有 
E || fo? — ESPA] || Sanyo 
故 欲 证 之 结论 (a)、(b) 均 已 成 立 . WRAY, 2) EN? BD 
Fre? n 之 m) JE. A 


STE || fee” — ELIP /A,] | < 


amm 


HISKE 
Fo) 一 五 [Fr 和] . 
> 
gr? = | fo |i an © N, n,k) EN? 
对 任意 的 jE Ni E€ TOt € To), 1b = maxrw), BA 
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(r= b) € A, 
E j fre? — ECAP fA, Xu 
= E | fre? — ECR GP — FR?) 
Xora /Ay Xian 
SEY fe? — EU Rano Aa] | Xen 
+ AP — EUY / Asi] | Xam 
A 之 到 fon — ELSPA] Il Xosa 


从 而 有 
El fe? — ELF” /A 


= DE | fie? — ELF /ALT I Lene 


„>j 
<5 LE | Ait? — ELATP/AI | Xeno 
nj) iste 


< MEW fr? — ELT FATT 
E7 


FREAK >00 
A{ sup iP — Elg” /A,]) > e} 


im, ben? 
At sup ff foe? — ELS’ /A > et 
(a, ADE N 
<i D ey ser — elf sald 
tbe Ne 
二 >} DE fe? — ELS SA I 
E m, hen? iSi 
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<4 5 DI C2471 e 0, j — 00 
Ge BEN? O 


eH a er pe Db On) © N?) 是 实 值 一 致 subpramart 
可 列 族 ,结论 人 ce) 成 立 . 引 理 证 毕 . 
定理 4.4.1 i X @ RNP EX 4, Fonzi Æ 
Lala: X ] {BF Bh. ersup£ [Fehi < WEF © LLOQ; 
XLA 
CK. M) Ce, Fac 
IF, || > [Fl ae. 
QB | PS oe 1) RE 
Fi ELF/A,|, ae on 1 
GEAR Ue ABR A on E Lh Onk) € 
N?) 满足 引 理 4.4. 3 中 的 (a),(b) 和 (ec) ,因为 七 有 RNP, 且 
supEC sup fife? ||) = sup Fl < 0 (4.4.1) 


eo mk NF 
Wie — I Amar, FÆ m (a — A Amart 的 收 伍 定 理 
FET? mk) CN COLO), FR 
(mR) E N5. || fore — for? || +o,ae, 8-7 + oo 


No} 3 


4 
F = Golf! Gn k) E N?) 
W FCs lim inff, ae. HBR. 易 知 下 是 Pi (X) 值 随机 集 ， 
因为 - 
CE AE a E Lll t Ok) E N 
是 一 致 subpramart HAJR AAC. 4. 1) R Am as 
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4.4.28 
lim | Fa li = lime sup fre? Wo 
A 


一 1 wen? 


= sup lim | jo | 


Gn, bye AERO 


= sup | JPP] = |F] ae. 


im} N? 


再 由 Fatou BIMAN E || Fi) < oost F E LALO. X]. 
对 每 一 个 取 定 的 Xx” E X',{olr*, Fo 21) 是 实 值 下 

B.D 

ce! at Si") yn Sm, m, k) © N 
HX 

Jann? — Bla A S at + fer” 

— ELF” /A 
于 是 由 引 理 4. 4. 3 MEAG 
lim sup #{ sup fol" Ez A > ©} = O,e> 0 


SETET Om DEN? 
Biol? nl mk) E N’) 是 实 值 一 臻 subpramart 可 列 
me AA 
supë sup [21> 


noes tm REN? 


< let il supEC sup | fi Il) 


tm iE NF 


= la" supElF,l < ec 
仍 由 引 理 4. 4.2 知 有 


lime (a* Ff.) = lim sup 2” 
(mee NF 
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Carew? 
Gd 


= sup lima 
Ca WEN? T 


一 sup = r" ofl) => 


= or FF), ae Cr") 
H SMES x AH, AW X* 可 分 , 且 sup | F, < oo, 
a.e 5 FERE K KTR ERLE EE EN ER 
limatx* Fi) = alrt, F),we AN, r EKA" 
由 此 知 
(WF, > F a.e. sa oo A w- lim supt, C Fae. 
从 而 有 
(K.M)F,— F ae ,n—> oo 
ALIF, l on S 1) BAT RL, HER 2" E X*, (oe, 
Fon S1) SABO RR, Fe TT BF TE 
质 有 
o(c* ,ELF/A,]) = Elo(a",F)/A,] 
= Et — timE[ ox" Fn) /Ay ] 
eater’, Fae Gy tel 
其 中 的 例外 集 与 x* 有 关 , 因 为 . 
max( || ELE/A,] |. F | ) = œ a.e. p, n=l 
由 通常 的 稠密 性 叙述 知 存在 可 略 集 N, EAT 
olr” ,ELF/A,]) & o(z* Fw E ON," E X" 
由 此 知 
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ELF/A,JD ae sn 1 
EMEP. 

L 注 」 EEH4 41 ARAH A RNP HX" 可 分 ”， 
KARECO) © Puel X)w E O, EF, OG ae. yn 
1”, 册 同样 可 证 明定 理 的 结论 成 立 - 


> 


= 


$4.5 FELH ka 


引 理 4.5.1 HA, 21} C Pal X) HA D Aye, 
则 
A = DA. E Pua lw) AA, Ayn oc 
证 明 AE€ P(X) 为 显然 ,; 且 É 
limo(z* rA) alr" Ase" © X" 
亦 为 显然 ,这 时 可 证 等 号 成立 . 反 证 之 ; 若 结 论 不 成 立 , 则 在 
在 zx" EX 使 有 
limalas" +4) > a€r*,A) 
Hw 紧 性 知 存 在 », E Ale 1. 
(A arty D S a An El 
AA Oon 2 D DA, © Pu O ARTE PI yet) 和 


E A, WH wya - yk > o. h A, AIRE w 紧 性 知 3 
E Apn =l Wiis € A 另 一 方面 ,又 有 


maolr’, A) = lim ,< TV 
=L riy or ,A) 
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这 就 有 了 矛盾 ; 故 结论 成 立 ; 引 理 得 证 ， 

车 无 特 殊 的 说 明 , 在 这 一 节 中 设 D* 是 X* 关于 Mackey 
ha XX) 的 可 列 稠 集 . 又 记 D? = D NU Ap 

Ur = {r EX", |x" | G1} 

引 理 4.5.2 BAr el) CPX), BA 

d) FEBE PwtX), 使 有 A C Bon Sl, 

(2) ffiz" € D* ,limetx" ,A,) 存在 
MFE A E€ P(X) ERA WIA, > Ayn 20. 

证 明 + 





B, = coCU A, 2 1 
Wj B, OBB, € Py CX) mS lA Bet) WHER. S 
“A= NB E Pl) 


由 引 理 4. 5.1 有 
limelr*, B0 = alz, Aart € X* 
但 是 
a(x", B,) = a(x" ,coC U An) 
= supa(x* A, n 2 1 
故 有 


ata’ A) = limot«* ,B,) 
= lim supo(z",A,) 


= lime(r*,A,}.2" E D* 


从 而 由 Mackey 拓扑 在 弱 紧 集 上 的 一 致 性 有 


" 2B8 + 


atx' 2A) 一 limegz A) 0” € X’ 

故 结论 成 立 , 引 理 得 证 ， 
引 理 4.58.3 iC MIF... 1) 都 是 PutX) 值 随机 集 ， 
EA 

(OF, CF ae. .n ed; 

dipet € D* lime(x",. F a-e. 存在 
则 有 

(ay FEE Po OO 和 值 随机 集 下 使 友 

{wy}, Fya.e. yn oo 
(b) 又 车 jim infE |) Fy || < oo. HW EYEE i < ee 
WAR RAD 可 列 , 所 以 存在 可 略 集 六 ,使 有 
lime x’ Fo 存在 ;区 E ON, E D* 
Ee w E OWN, AE 45 即 知 存在 Ftw) E 
Pa X) 使 有 
oT F) = imatr" F jew E AN rt © X* 

Mw Minimax 定理 有 

d(z,F) = sup [< x" ,r > ola’. P] EX 


PORTER A 2 E Xd, F) 都 是 实 值 可 测 函 数 , 从 而 由 定理 
2.1.6 知 F 是 随机 集 ,结论 (a) BE. 
车 lim infE | F, || < :因为 
EF = sup elr’ Fa) 


ED 


于 是 有 
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lim inf |, i = lim, info(2* J.) = limetx* F.) 
= gir’ Fw € OAN,2* € D' 
由 此 知 
lim inf || F, || 22 sup aiz, O = || Fil .w € AN 


故 由 Fatou 引 理 由 得 
EV Fil < lim inf E | Fa If < ee 
结论 (b) 得 证 , 引 理 证 毕 - 

[ 注 ] 上 人 述 引 理 结论 (b》 中 的 条 件 “lim inf | Fl < 
0°” FT Ay “sup || F, | < 00”, UAT ENA EF | 
< oo, BM Sh Æ (), eR SE ALE PB 

A=d(0,A)} = sup [— alr", A)], A € P(X) 


cept 
By 4.5.4 RHA Aon 2S 1) CPX) BA 
(1} dilz, A} = limd (2, A,) ce xX 
GD elr, A) = lima(x* sAJ yx, E X* 
MICK, MIA, > A. 
证 明 ”这 时 有 
xe A,limd(z,A,) = dir, A) = 0 
这 表明 有 AAC s- lim int, » Xha E 4.3.14 
s- lim supA, TA 
Bian Mitt CK - M)A,— A, 引 理 得 证 ， 
定理 4.5.1 UN > 1) BLOX) LRA 
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G) supk[e(2" FD] am," € Dp, 

OD 存在 G(w}EP,w(X)a.e. WA FOC Gae nl, 
NA 

(ay GEP X BALE PAP, > Fae. an 


人 b) @AsupE || F, || <oo MACK + MOF, > Fae, 
n= œ, HE || Fi] < co. 

TEAR) ”对 任意 取 定 的 x+* ED ole" Felt 
是 实 值 上 团 , 在 条 件 (i) 下 由 实 值 上 靳 收敛 定理 知 lime(*"， 
Fae. 存在 ,从 而 由 条 件 (ii) 和 引 理 4. 5, 35a) 知 结论 (a) 成 
Yr. 

(b>) ADEX WAR. SHER: CD, AAA 

d(z,F,) = sup [< zt, x >— sle", F)] 


a en 


a(z,F) = sup [<(2*,7 >— o(2",F)] 


ED 

supad{(x,F,) & || XH + supë || F, || < co 

FEX FRE 
{a1 rr gr F n ihr E Di? 
应 用 Neveu 5S RATER E wz 使 有 
diz, F) = limd (x, F,) sto E RNN 

SN = N e RUN 仍 是 可 略 集 ,这 时 有 

d(zr,F) = lima (x, F,) we DAN, sE D 
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A we CONN RAR GID Wid + FD 1) 是 等 度 连 
ATEH DP EX pART 
diz, F} = limd Cr, Fn) yw E MNIEX 
夫 而 由 已 证 之 结论 (a) 和 引 理 4, 5.4 知 
(K. MOF, = F a.e., no 
且 由 引 理 4.5. 3b) 有 五 | 节目 过 eb 得 证 ,定理 证 
毕 ， 
引 理 4.5.5 Fe LORO, WM PEF hE CO 
A, AMER E AX A 
ELS(2,69/F] = Sv, ELE/F]) a.e. 
证 阴 Watr EC XLS Fw) = Slr. Dw E o, g 
Sir, = é-F 
于 是 如 同 定理 2. 4.9 的 证 明 可 证 有 
EPS (2,6)/F] = ELEF/F] 
= ELEF]. F 
= $ (x, ELE/F]) a. e. 
引 理 得 证 - 
引 理 4.5.6 (RRA nn D1} C2*, (aye et} CR, A 
lima, =+ <. BRR k l, FE AYE PX) ER 
(K. MDA, Q S(O) — A* 
yy A =a € LX). H 
(K. MA, > A. 
证 明 ”对 任 取 的 + € A FEA” 使 得 zE A", 而 





A" s- lim infCA, A San D Cs lim inf A, 
为 显然 ,由 x E 4 的 任意 性 邑 知 有 
AC slim infA,... 
成 立 , 再 证 明 w- lim supA, C 4, 设 > € w- lim supA,, 则 存在 
x E Ant > l, (EF Ger; m e, i m oo. Ap we ee 
IERARH. MUFE RLR al Saf 2S. I 
ce w- lim sup (A, N San D CATA 

FA r © w lim supA, 的 任意 性 知 w- lim supA, C A 成 立 ， 
故 (K.M)A,—~ A,n co 
而 由 推论 1.5.1 知 4E P(x), 引 理 证 毕 . 

于 述 定理 给 出 了 无 界 集 值 上 吉 的 收 化 性 ， 

定理 4.5.2 iF ne 1} EPO (AER HA 

(i) sup£d(0.F,) <I oo; 

GD 存在 Glw) E Pan (X) ae. HF, E Gare. nll, 
则 存在 Pro X) 秆 随机 集 下 ,使 得 S51 = e H, 

CK. M)F, — Fa.e. yn — co 
证 明 $ 
f= dF) +hwEQe>iwn DS) 
Xie — PE) A l in 1) ELE FBR. ER 
Krickeberg 分 解 有 
=m, nel 

Ripon 1) RIE) BU Sn 1) BETRE. 令 
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Ft = F, N SP) 2.21 
因为 supEm = Eñ < œ, Fy RR OY ae HE 
F = sup < co a.e. 





于 是 有 
FC GANSO, © Pu (MX) Ww E AN nS 1 

其 中 N, TRR. MPA, 可 测 , 且 

EF || SER < con 1 
HARA Bein > 1) LAL [OVX] 值 适 应 列 , a ae > 
1} 的 邯 人 性 和 引 理 4.5.5 洒 得 

至 [PAY = ELF N SO aA] 

C ELF /A O ELSO, A] 

C F, N 50, EL, /A.)) 

= F, N 50O, = Flae..n Zl 
erence 1) BLOX | ELA, HA 

supE || Fr || < supEW < oo 


从 而 由 定理 4. 5. 1 AFE F E Ll KIME Ni, 使 有 


CK. M) Fi Fw E MNin— oc 


> 


N=UN, 

k=l 
U Ft, E OAN 
F= att 
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由 引 理 4.5. 6 知 
(K. MF, ~ F,w € ON 
这 时 下 (Ww) © Puw E ORR, AAHRPP 均 为 
BOODLE. at F SRL, AS) D Sh £O NAR, ERE 
E, 
引 理 4.5.7 F.2D 1} Æ PX) REA 

FCRC 

对 任 一 子 RHF CAL 
ELF/F] = ck U ELF,/F] Ja. e, 
Wwa 令 
G = cK UE[F,/F] ) 
BiG AF APOCO 值 随机 集 , HC F 可 测 的 . AA 
Sh C Sh CC Sh 
所 以 有 
Shir GE) C Ska CF) Co Ck) 
对 任意 的 了 和 SF 由 定理 2. 3.7 有 
inf Ef g la = Ed PY) + Opn o0 

A/F) E DGR] Ad Yt) RA 

fe eK U Sk) 
由 了 Ss 的 任意 性 知 

Sk C eK USH) 
成 立 , 人 而 反 向 的 包含 关系 为 显然 ,所 以 有 





Sh = CU Se) 
ni] " 


类 似 地 可 证 
SEE) = eU Sheen KEY) 
成 立 ,从 而 有 
Shem P = cl UEC FE Sk) 
= SUP ECF /¥) 
=a. e, 
引 理 得 证 
引 理 4.5.8 HAC PAOB E PortX), 则 下 述 等 价 ; 
Q) ACB, 


(2) opr” A) Tor B)’ € D 
WEAR “(19 (2)”" ARER 2) 成 立 . HERR E 


mr” z) 


X* Elk O CD, g or" km oo. H 
Mackey 拓扑 在 w ARER = - 致 性 知 有 
slr" 4) 一 sup lim Aaa > limsupo (qk ,A) 
<= limotag .B) = olx’, B) 

由 于 x*, CX” 的 任意 性 知 (1? 成 立 , 引 理 证 毕 . 

定理 4 5. 2( 续 ) ”在 定理 45.2 p ERO 加 强 为 
G)' {LO F n > 1) 一 致 可 积 , 则 EL[LF/A,]C Fae 2 1. 

证 明 ”继续 采用 定理 4.5.2 证 明 中 的 符号 ,对 每 一 个 
B Fin > 1) ELL X] (AER. BA 1) 一致 可 
积 ; 所 以 它 的 KKrickeberg 分 和解 中 的 正 可 积 蒜 
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im var ce ilt 
Seay A | FA Se AR || Pel oe 1) — 
可 积 , 于 是 对 性 给 的 x € 和 ,ic(z Ft) n> 1} 一 致 可 积 . 
现在 对 任意 取 定 的 之 1 和 < € D', 有 
alr" ELFA, = Elota* Ft) /A, | 
一 了 :1 一 lim E_o(2* st fA, | 


ws 


= ox FY) ae. (r?) 
HD” A By PE RAGE BY RE N EE 
atc” EÇ FA, D Er Fw E ON 2" ED 
AX HH FL PE 4. 5.8 Ali 





ELF‘ fA, | T Fta.e, 
由 于 
F, = UFF = Ui 
Fl kl 
运用 引 理 4. 5.7 可 得 
E-F/A,| = ELU F* /A, | 
zt 
= ck U EL F*/A,) 
tl 
Cel(U FD) = Fa esn l 
+l 
定理 证 毕 ， 
引 理 4.5.9 BFE LLG] WS € PLL [Q; 
XD. 
证 明 ”由 定理 2.3.8 推 论 2.2.2 知 全 EPE ， 
要 证 明 的 是 Sh AG E. 任 取 rt eo E MERD 二 
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一 一 -一 一 一 -一 -一 一 一 一 一 一 一- 一 一 -一 -一 -一 一 一 一 一 -一 -一 m -一 --- a i 


L[Q: Xó |, HEM 2.3.7 有 


sup € r", f >= sup{ Tr) > dy 
fear lat 总 


rest 
= [oct Pode 
> 
G = {xe Fy crt. >= ola’, F)} 
hi F Fd E P(N 后 各 所 以 CC += ow € OLA 
为 
GrG) = (twee) EXT, r'e D> ole", F) 
=O} Grr) E A xX B(X) 
所 以 存在 G 的 可 测 选择 了 ,7 E 53, 从 而 有 
sup <2", f >= [e< zdp =< x, f > 


mer € QXD WERTER James 定理 知 
S} € Pui LQ:X) 

引 理 证 毕 

引 理 4.5. 10 RF BRAMF oR. BF ELL[O;X], 
则 

M = (ELS/F].f € Sh} € Pn (DUO,F, ps X]) 

HERA DY = DIQ, F, X], WY, ff « || ) 是 Banach 

ZE M E PCY) 显然 ,可 证 明 MW E POD. 为 此 设 
{zs = ECS,/P),f, € Shn 21} CM 

ATE CY. || z,— y |: — O0Gr > 0c). 首先 证 明 y E 
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M.-F SE EE PaL UGD, EE 
iak 22 1) OC (fot ths E Sh 
使 有 
(Wit, > T ke oo) 
& x= E/F) r E MEERA 
ata EY COON; ND" 


有 
| zy at ay a Ea O > 
+e (wha — FF) | 
= [atm e |e wet, 
+ | <x (wo)sfa- f> | +9 
(ke oc) 
Mor (wy > =a" (a), >. Aa’ tw) CY" 的 任 音 性 
知 
y=rEM 


再 证 明 M E PCY). 
AA Sh E Pua (LEGE, XD. TEHE A 
z lud € (L, E, XD" T GX" 
FET E S53, 使 有 sup 之 zz' f >= arf > AA 


FE 中 


sup < z" g >= sup| < Cw, gCw) > dz 
Em Eme 





= sup f < x*w), ELF/E] > dp 


FES; 
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= cup <a" Cw), Faw > du 


al 
sesi 


= I, <2" (ww). Fw) > dy 


= I, < x (w) ELF] > du 
= r" ELIF] > 
仍 由 James 定理 知 M E Pe (IO, F, p X 7) TEM. 
引 理 4.5.41 Bien 5 1) C Lal X]. B. 
FADA Deae 
RPFRAM To 代数 . 则 有 
ELANF /FI = A ELF,/F], ae. 


证 明 gH 41.5 MP = OF, © LWw[R;X], 这 时 
ELF/F]} Git dae 
Se = MSL, Sn sce eB) = N Shreya E) 
均 为 显然 ,对 任 取 的 7 E Sin arr 9 FB 
f E 站 SirrumGE)，, 由 引 理 4.5.10 知 存在 fn E Sk on > 1, 6 
“a 
五 [六 下] = face. wn 21 
Bf 1S E Pah OX). REET I Sark 
= 1} ,使 得 在 了 LQ;Xj] p e MPR ge E LOX), FR 
A 
Ej g/F] = f.a.e. 


* 





又 由 于 SE TE S wo l., Hm gE NSh, = Si, 
由 此 知 
f= ELg/F] E Sher (P) 
Af E Shair ar EO 的 任意 性 知 
Shair aF) C Shes PD 
Ra AmA 
NELF./F] | ECFLF], ac. 
但 相反 的 包含 关系 为 显然 , 鼓 结论 成 立 ' 引 至 证 上 毕 . | 
BB 4.5.12 IBF. > 1) 是 Ls[LQ;X] 位 上 款 , 若 
= N Ei Far A it 1 
MiG,» = 1) J inlA] RR. 
A HERREN n > EL Faan y Ont ae. 为 
EAR, HAA ELF./A,] C Foa e om E n, FEM 
(ELF, Anon n 1} 
和 {EE[ /A, hm In) ATT o RRA, a i A S| Bd 5.11 
可 得 
五 [Ci 各] 一 EL N ELE nw/ A jA] 


= N £_F,/A,J 


mnt] 


ECN Fn/A,] 


|! 


= G8. 6.‘ 2 1 
HER Gon = 1) Æ Liel 2X] ae, EE . 
4.5.3 BX 有 BNP HMM AX 可 分 , {fn > 
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L} 是 Vea SX] EER, E A supe || FI) < oo, MU ETE 
POX) 值 随机 集 下 ,使 有 

(K+ MICwF, = F, ae n o 

| NELF/A || =F | ae 2 o 
WA SG. = N ELF,/A,]n > 1, HBI 45. 12 A 

[Gen = 1) Æ Ll; x] ER. HES 

supë |jG, || ssupE || F, | < ce 
于 是 由 定理 4. 3.9 或 定理 4. 4. 1 知 存 在 fF E Lul] BR 


CK. Myw Ga — F, || E — EEFE |, ace. sa oo 
对 每 一 个 x”E€ R 4.5.1 有 
aCx’,G = ala, , [ELF n/A] 
KEA 
= lime(a’ .ELF,/A,]) 
= limotzr’ ,F,)/A,] ae. n 1 
Miet Fin 1) BER. Ae 
supE olz", F p < lla" | -supë || F, || <tc 


tk (oe, Fn > 1) BL A RA Amar, 因而 是 
subpramartt 见 | 33])， 这 时 有 
a(x" 一 lim Ef a(x* fA, | 
= eint Elele" „F )/ A,n], ae. (x") 
rE Tin 


HH wG > Fae. ,于 是 由 引 理 4.4.14 
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ea", F) = lime (a* Ga) = limas" Face (x) 
其 中 的 例外 集 均 与 z* 有 关 , 因 X" 可 分 ;而 由 极 大 值 不 等 式 
有 sup 和 < se a e , 故 由 通常 的 稠密 性 氢 述 即 知 存在 可 
REN. EA 
ECX FO = lime¢x* Fi. E OAN, E X* 
这 表明 
w- lim supF, CF Fr Fae, Nn 00 
Ti F = s- lim infG, Œ s- lim infF, ae. 为 显然 , 故 有 
(K. M) Fn > Fa. e. ,n — o0 
定理 证 毕 . : 
定理 4. 5.4 WA ARNPHMMAX* A Fn l} 
Æ PreK) 值 上 蒜 , 才 supEd (0, F.) < co, 则 存在 PS)> 值 随 
MEF ER | 
(KEK, M)F,— Fsa.e. 2 21 
MBNA, Fon 2 1} 一 致 可 积 , 则 有 
E[F/AJC hae nl 
证 明 “运用 定理 4.5. 2 的 证 明 方法 和 符号 , 令 
Fi = F, N SOn lkl 
MP eS Pe el} E Lal ELW HE 
cup || Ft || < supE = Eti < 00 
于 是 由 定理 4. 5.3 AFE F € LOX] 和 可 略 集 No EA 
(K. M) Ft Few © ONAN, nn 20 
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接 下 去 如 同 定理 4.5.2 的 证 明 即 知 结论 成 立 , 亚 毕 . 
下 述 例 子 甫 明 对 无 界 集 值 下 载 ,不 能 得 到 如 定理 4.5.2 
和 定理 4. 5.4 那样 的 收 伍 性 结论 . 
例 4.5.1 设 ' 岂 .之 1) 是 实 值 独立 随机 变量 序列 , A 


-- 1) = 上 =g=)—-2 
HI, = D = a, = OP = 1a el 


4p 


b= Ah, = ky gy + ASN.) 8 = 2 
Ar = ahot hn E l 
Wi Ano > 1} 是 适应 可 积 列 ,县 
Eh] = Gt+ 1) 40 Si 
于 是 有 
EEA] = Ge + Deo 十 总 1 

所 以 {564+ 所 ,2 之 1) EPR LAA 

En, = 0) = (= 0.221 


HA 
a, > o < 1 0m o,e > 0 
这 表明 如 一 0,pr. 但 同时 又 有 
at 一 1)》 一 cc 


于 是 由 Borel-Cantelli ， eye 
EACL) = 4, #010) = 1 
但 是 {5,5 2 1} REAR PR. Ab eH 





E> O,a.e. ga oe 
PET SESE | A By EIS 
lim inif, =, lim sups, = Oc ale, 

Wee X =| RF, = (0.0, ).0 2 1, MFA 1) 是 
Ly QR") fF BR. Xt 

supd(0,F,) = 0 
为 显然 ,但 又 有 

lEn Fp = [6 一 如 | O 不成立:a.8. m I noo 
故 不 可 能 存在 Pi.(R) 值 随 机 集 已 ,使 有 
OCF. F) — 0 RCK. MOF, > Fpa. e. , n — Do 

成 立 . . 
ER TEH, RY As EA ARER RAE LLCO, 
X] EFE AAR sup Ed (0. F) < os, RARE EAR 
{HE RARE SAE. 

SRY RG. PRS ERR IER DHE —- ROBE BT 
PEA BERL AA DE, FE oe BBR TA Lt Bh ae 
性 ,已 知 的 结果 极 少 . 张 文 修 和 高 勇 在 [130] 中 证 明了 下 述 定 

定理 4.5.5 WX EAH Banach 空间 , {Fn 之 1) 是 
PAX) (AEM. Asupkd(o,F,) < oc , MFE P, CX) 值 随机 集 
F.S} £ g, AKF, > Fae, no, 





$4.6 RLC Hth Riesz 分 解 与 Doob 分 解 


本 节 恒 设立 为 自 反 的 Banach 空间 ,在 Pue(X) EER 


数 运算 如 下 : 
A+ He {x +2, EX EA € B} 
A,={z}+A 
B= {— 2,7 € B} 


AQB = UA. = {z,B, C A} 

s=(AQGB+B 
定义 461 RASC PAO) KFB E PL OO 位 似 ,如 
” 果 存 在 C © P(X), 合 得 4 二 B+C. 

引 理 4.6.1 BABE P(X), 则 下 列 命 题 等 价 : 

GQ) AXF BR, . 

(2) olr, A) 一 az ,8B) AX" EAS BR: 

(3) A 一 4. 

证 明 ”由 支 撑 函 数 的 性 质 易 证 人 1) 与 42) SH. 

KDS 车 (1) 成 立 ; 则 存在 C E Pu (XD, EA 

A=B+4+C (4.6.1) 

任 给 z € AMy © B,z EEC, 使 得 x 二 y 十 z. 由 (4.6.1) 易 
知 zEE ACB H rE As WAC As. RZ AER © As. tk 
定义 存在 z € AOB, yE B, 使 得 x 一 3 十 z, 由 和 4 合 上 的 全 
Mee ty =x © A,B Ay C 4. 好 证 (3) 成 立 . 
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“(33°01)” EG 成 立 , 则 有 
A= A= (AQ B)4+ 8B 
ME. RAOR MS LM ACLE Pu (X) MAKE BD. 
HEM 4 6.2 HZ,.2 1} CLl; X] WRB, tp 
果 
CL) {Zn 1) REE 
(2) en 1,0 € Z,(w),ae, 


a 


(3) (K.M)| Zudp ~ {9}. 


定义 46.3 PRE BF > 1) C Lul] 
Riesz 分 解 , 若 存 在 集 值 靳 (G,,n 1) CLL LOX] 及 集 值 位 
Riza = l) C Ll, X], HES n1, F, = G, + Z, 
a, e, . 
定理 4 6.1 若 Liw[Q;X] PRLR Riese 分 解 ， 
Ay Le — 
证 明 BF .n > 1} 为 集 值 上 车 ,其 Riesz 分 解 为 
. 二, 一己 .十 了 ,1 之 1 
MER rt © X* or" Fn = o(2"* ,G,) + alr" Z, (nD 1) 
AREE oC" Fn = 1) 的 Riesz 分 解 , HEX 自 反 , 故 
核实 值 上 轨 Riesz 分 解 的 唯一 性 易 证 定理 成 立 ， 
定理 4.6.2 Fn 1} C LLO; R] HRS ERM 
它 存 在 Riesz 分 解 . 
证 明 farle 


aw) = max {zr € Fw)) 


一 一 一 


(a) =— min{r,r © Fltw)} 
Aan = lh bn 1) BSA OE. 由 于 
J. FiduD | Fede Dee | Fede 5- 
故 任 给 ”之 : 
(oa max{r,r € | Fade 


> min {x2 € | Fy} 
Q 


= minz, € f Fran) [> co 
f bdp r=— max{zr, g € | Fide) D oo 


FA tk lan > 1}, (8, 1 1} 均 存在 Riesz 分 解 , 记 作 


a, = al + a a.e, 
b, = E H 8 a.e 
AK {BE BR Riesz 分 解 的 构造 可 知 : 


一 iw = lim EL brte] 
= lim £[ — bnga And 
= him Ela, 44/ Ans 
= al(w) ae (al) 


同 理 有 


一 iw) <2 0 ar) 
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Ath 


VIEW 


Eal S 
G cw) = [— bi Cw) aw) ] 
Zw) = [— Bw) aiw) 
BAG nS 1 ARER Zon > 1) ARH, H 
F,=G,+Z, ae (21) 
BE aE a EL TZ. 
定理 4.6.3 GP nei} CLl X] ARAL 
下 列 命 题 等 价 : 
(GO {Fen = 1) nj Riesz 分 解 ， 

(2) FER n> Fw) 关于 门 ELF.+wyA4,] Ce 
证 阴 “(D= BECP 1) 的 Riesz 分 解 为 
F,=6,-+ Z, ae (n= 1) 

其 中 {下 ,,n 1) HR, (Z,.2 > 1) WR. 下 面 证 明 

DELFA] =G, ae. (4. 6.2) 
HF ELFA] i 一 ceo) APES AS LE Fna A] CF, 
Cae.) MER ELF eee/ A] © Liw[Q;X]. 根据 同样 理由 可 证 


Ñ ECZA] © Liw[Q;X1. 由 {Zwn > 1) 为 集 值 位 势 易 知 
EArt EX, fol2' Zn =} 为 实 值 位 势 , 则 

limo (a * 2,3 = 9 
从 而 依 引 理 4. 5-14 ÑZ, = (0) (ae. >. 因此 由 下 理 4. 5. 11， 
有 . 
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DELP ea/ Ad = ELA Zu0/Ae] = {0} (a.e) 
则 
DEL Fue! And = Ñ ELGA] 
+ El Z u A D = Gna. e 
(4.6.2) 得 证 ,因此 F, 关于 A ELFA] 位 似 
“D>” Enl 
Glw) = A ELF maA] (4.6.3) 

(F021) SUE LSE EL. a/A] 4 (ke co) 且 任 给 
b> 1 EDF rn/A jC F, © Lael X] G, © Lie[Q3X], 且 
依 引 理 4. 5.11 AER > 1, 有 

ELG,/ Ay = [ELE Frat ArJ/A,-1] 


= Ñ ELFA] 

= G, ae. 
AG on > 1) AAW, AG, C F,a e el. 

PAT* w) =at PFW)) — oT Galw) 
“Slr € X*) (4.6. 4) 

LT F, KFG) = f ELFA] EL HOP" PD 
n> 1) 为 一 族 X ERPS ML. 任 取 {z* iSl) 
CX" WX" 上 强 稠密 点 列 , 定 义 


we 


2,(w) = Nir E X, <2? a > Pitas} 


f=} 


WAA Z, E LAX], Hart, Zo = Pir’) at € X*), 
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a) eta itd Ee 


一 一 = 一 


M F. =G + Z,a e @ 21). AZ, € [0X]. Fa 


UE BA Zn 2 1} 为 集 值 位 势 , 由 (4. 6.3) 知 ; 任 给 x" EX A 


o(2* G) = HimE|o(a" Fy.) An] 


PAE EH SEAL LA Riese 分 解 的 构造 有 ， 
or FD) = o€2" G+ Pia" .w) 


yor" Fon > 1} py Riesz 分解 . MAZ n 1) 为 集 值 上 


P, HEC GD’ Paw) BOae (x SI), 从 而 0 EE 
Z,(w) ae, (n> 1). 由 于 | zzz ,| Zas € LyX). BS 
RA . 

(wr) Zde -= {0} 


因此 易 证 CK. M| 2.dx 一 (0) PENZ n>) 为 集 值 位 势 
下 面 给 出 一 个 例子 来 说 明 即 使 在 二 维 平面 情形 ,并 非 所 
i SE EAB AE Riesz 分 解 . 
44.6.1 SR L.CR?) KEELER Foni): 
Fw) = cola,(w) 6, (wc, (Cw) ,d,(u)} Ge E O) 
其 中 
a,(w) = (2, (w),0) 
blw) = (alw), M — 2,Cw)) 
col) = (0,M) 
d,(w) = (0,0) 
Mirco nS 1} AS ERM > OA we) M wE 
Qn 21). BRP on Sl} CLAIR] WR EM, A 
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有 界 ( 从 而 一 致 可 积 ). FRB Fn > 1) 不 可 能 存在 Riesz 
分 解 . 
F(z, (tw). 之 1} 的 Riesz 分 解 为 : 

alw) = Tw + 2? Cw) 
A, 的 定 交 可 得 ， 

PM yp, Sp 20 - 

Ont, KO p <0 

OLP, FL) = Pip > p0 
pM + CA 一 Pty Pie Ps = 0, H A = Pr 
{pM spb. 0H A 

其 中 一 (Popo © RB FS 1) AY Riesz 3h F, = 
G, + Za WES p E€ Ralp, FD = o(b,G,) + alpa) 为 
{o(p.F,) > 1) f Riesz 分 解 . 通过 简单 的 计算 可 得 。 
pM ,pi Dp 2 0 
0,p 0ps <0 
olp Ga) = d pa :pi Op, SO 
PiM + (pi 一 PDP poh 208A SP 
PM,p ,ps = 0, Pi < pe 
sth oe Rh SS SE BY A 
Giwe) = cof Ce (we) 0), Cr M (0,09, 06, 40} 
但 是 ,如 果 画 出 图 形 ,我 们 就 可 以 看 出 , 任 给 wm E ORO 
ERNI Z E PCR?) AGE Fw) 一 Gu) 十 Z, 这 与 假设 
{Fy 1 FE Riesz DAFA. 
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Bil 4. 6.1 告诉 我 们 集 值 上 黄 Riesz 分 解 的 国难 主要 是 由 
于 超 空 间 上 代数 运算 的 缺陷 导致 的 . 但 我 们 可 以 不 追求 严格 
意义 下 的 Riesz 分 解 , 转 而 研究 集 值 上 款 各 种 意义 下 的 Riesz 
iE. | 

定理 46.4 BX RARE Pn 1} LEO, X] 
ASMa LR. ABT RR. MFERERG n 1} C LTO, 
X] 及 集 值 适应 列 12, ,7 > 1} C LE, ,使 得 

F, C G, + Z,a, è. (n 1) 


f iZ ldeo 
+o AAA RZ ae Sl) 满足 上 面 两 式 , 则 有 
IZ. 2 WZ.) ae Cn 1) . 

WBR Ri Re PC LLRX] 
ACF F) +0 (a oo) 
&G,=ELF/AJ DWG n> 1} HRA. BK 
定理 4.3.11 有 ， o . 

AG F) > 0 {n — oo) 
REM 
Zo) = {z € X, lz] < A&G Fa) 
WZ, € LLLQ;X1.F,C G+ Zae.) H 


[tz dave fac.rode 
a Oo 
< | XG F, dg 
a 
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< [8G dp + | BF. Pap 
= AG F) + AG FI +0 (co) 
由 (x , * ) 的 定义 易 知 后 一 结论 成 立 . 
在 本 节 的 后 半 部 分 , 我 们 讨论 集 值 下 鞍 ( 睦 ) 的 Deob 
分 解 ， 
定义 4.6.4 设 (Fn31)CLaeiQ;Z] 为 集 值 适应 列 ， 
CL) RLF, 1) 为 集 值 增 ( 减 ) 过 程 ,如 果 任 给 4 之 1， 
FP, oC Fapta e ) ib. FC Fpp a E ). 
(2) 称 {F.,n 1) BRA EER 1 Pe 


”关于 A, 可 测 ， 


Tri -一 一 


FEM 4.6.5 ARMA RRC ERO IF on > 1) CLO; 
XJ HT Doob A, SO FL FF FESUE RR IG, 2 1} CLX] KR 
SA SUA ER) AH, on > 1} ,使 得 

Fw) = Gow) + H, Cw) a.e. (n > 1) 

定理 4.6.5 BHF n> 1) CECO X] ARDE 
RP nl) RRM Roe. Re R 
任 给 z CX oa" FL) nS 1) 是 实 值 可 料 过 程 ( 相 应 地 , 实 
值 增 过 程 、. 减 过 程 ). 

TA ” 仅 就 可 料 情形 证 明 , 其 它 情形 类 似 . 如 果 { 忆 ,= 交 
1} 为 集 值 可 料 过 程 , 由 推论 2.1.2 MEER ct € X'， 
tar Fon 1) 为 实 值 可 料 过 程 . 

反之 ,车 任 给 zx" EX’, {el(x* Fin 1) 为 实 值 可 料 过 


9 Blas 


WEB nS 1 ole Fa FA A RX 的 强 稠密 点 
Bil fx; >t 1} ,由 ata" Paid x Fr € x* 的 强 连 续 性 可 得 


om 


Fritw) =f iz E X, TTT Fn)) 
于 是 . 
Gr =f (wz) € OX X, <a e> 
| Tr FA € A, xX BCX) 
则 由 推论 2.1.1 AF 关于 A, 可 测 . BF, 1) 为 集 值 _ 
可 料 进程 . 
定理 4.6.6 MBF 21} CL,(0;X] 为 集 值 下 加， 
于 是 ta > 1) A HE— BY Doob 分 解 当 且 仅 当 实 值 下 款 族 
(atat F n Iia", E X*) 的 Doob 分 解 式 
TT Fl) = M(x") 十 Cr )》 ae, 
中 的 过 程 族 l 
(Mr Omna € X") 
{Cr te 1) E X*) 
FARE FARM IE 
(Rr) ne ij)" € X*) 
M 
(Aana E X*) 
(DD) Mkz = M02"), Aa) = Aplat ae ol, 
x’ Ex") 
(D FENCE AeA) = 0,08 we Not. IMC) Qn 
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21 BAC). Sl EX? BERKE TEASA 
ma EK. 
证 明 AE A. 1 8 Sl) AS ER 
xt EX' (oa Fn 1} 为 实 值 下 款 . 依 经 典 的 Doob 分 
解 定理 , 存在 实 值 缺 {M.(x" won > 1} 和 实 值 零 初 值 过 程 
{4x wen 1). ff 
atz" FD) = MC" ,w) + Ao’ sw) ae, nl 
其 中 
M,(2*) = > (o(z* FED — Eleiz’ F Ap 


二 gr" Fen 2 
M(x") = gx" sh) 
Ar = > (Elo Ca" FO/A 一 GZ ,Fi1)) N22 
= ~ Atz) = 0 
“必要 性 ” 如 果 集 值 下 载 代 ,之 1) 有 Doob 分 解 
F= G, +H,‘ nai 
orp (Gn i) AH. >t) 4E Lual] AOR 
和 零 初 值 可 料 增 过 程 . 则 对 于 任 给 =” E XL 
alz", F o = or IG) Talr' A Dae, ni 
由 于 
{FG Haan 21) C ELL; X] 
页 ckz F, olr? G) Bola’, BEX EXER RH 
量 下 半 连 续 凸 函数 . 此 外 , 依 定理 4.1.3、 定理 4-6.5 知 
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{aCz" .G,) 2 21} Alloa’ AL) ,n 之 1) ORCAS 
初 值 可 料 增 过 程 , 由 经 典 的 Doob 分 解 的 唯一 性 可 有 

M(x") = ole G) > 

A,Cr*) = alz* » Hf) ae fm l, E X 
BEGE Hk. 

“充分 性 ” ASA oa Fn 1} Ge € X") 

的 Doob 分 解 为 

alr", Ep) = Mx") + Apr’) ace. (4 1) 
并 且 有 满足 条 忻 (1)、(2) HEEM. ala EX") 
BREE! (Art nl r EXORA" Oy BS A 
{ær fl}. 


Ge) =f iz € X, <a, +E > M(x; sw) pan > 1 


H,(w) = 月 人 ze X <a DK AG w) 
则 由 推论 2.1. 1 IEG, AT, © Liw[Q;X], 且 由 定理 1.4.8 知 
dfz G) = Mr ) 
or H) = A(z; 
于 是 
or! FS OCT .G,) + ota) H, ae 
(n> la €X) | 
由 az GY ol" H,) Bots’ F) 关于 xz" EX" Hye 
手 知 . l - 
F, =G, 十 再 ae (n> 1) 
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依 定 理 4. A 及 定理 4.6.5 易 知 {G,,n > 1) RRR, (Hun 
21} 为 零 初 值 增 过 程 . BE Fn = 1} 有 Doob 分 解 , 唯 一 性 
由 实 值 下 元 的 Doob 分 解 唯一 性 易 得 . 
定理 467 BELGE Liw[Q;X], 则 
Shoe = ShO St 
证 明 BSC Shoe M E Fan OG) ae), 
ARH 
fw) + Giliw) C Fw) ace. 
FESH SECS MAS E S OSL 因此 ,有 
Skog T SG Sh 
EZ ASES OS m+ SC S,5 Hw) = 
(f(w)} M Shaw = f+ SECS AMA How) + Gow) CC 
Fiw). BES Ge) + Cw) C Fw) fe), Ab f E Shoe. Bp 
证 等 式 成 立 . l l 
定理 4.6.8 BU 1) CLL, [O,;X] Se Tr 
果 存 在 NE AN) = 0, 使 得 w# N HEB AD 1, 
a(x’ Fw) — alr’ ELF/ Ari Cw) 
alr ELPA] 一 or Fy Cw) 
HEX BY PR Ye 之 1) 存在 Doob 分解; 且 其 分 解 
具有 如 下 形式 : 
F= G, + H,a.6,nZ1 
H (Gon > 1} C Lael X] ARR, Heun S 1} CO 
Lula X] 为 堆 初 值 增 过 程 , 目 
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G.w) = >) FWw) © ELF Ai + Fi lw), 
k=? 


中 区 人 N 
G, Cw} = Fi Ce) ws N 


H,(w) = $ (ELF A] O Ên oD S tw E N 
k=% 


Hw) = {0) wE N 
证 明 ”车 定理 假设 成 立 , 则 易 知 实 值 过 程 族 {oCx*， 
Fn > lita” E X") 的 Doob 分 解 式 满足 定理 4 6.6 条 件 
(1)、(2) BE (Fn 1) 存在 Doob 分 解 . 下 面 证 明 分 解 具有 
所 述 形式 ,分 三 步 : 
CD (Hor 21} PRE Lal] 上 的 零 初 值 可 料 过 
程 . RA n> 1) BRR Fm CERA WA 
0€ ELFA] O Fisk 2B 2 
因此 
He © Hii + (ELFY/A 1 © Fin) = Mk 


, In 21) 是 集 值 增 过 程 ， 


(2) ”不 面 证 明 {G,,n > 1) ARER BH. FE 
21} C bal] h Fa ELEA] E LX], Ai 
G, € U,[O;X]in> 1). h G. HME. AE Gon 2 1} 为 集 
E, AEH nl, - 

ELF, © ELF./A,1)/ A 1 = {0} 
因为 显然 BL 六 /4,1] 一 一 E[F,/A.1], 而 依 假设 
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a(x*,F 3 — olr‘ ELE, An] 

WX” 上 四 函数 , 故 由 引 理 二 6.1 知 

F, = (F, © ELE, A, D + ELP,/A-1] 
在 上 述 两 端 关于 4。: BRR ME 

ELF,/A.] =ELF, © ELR, Apa Am] 

+ ELF/A_ 1] 
于 是 由 推论 1.4.1 知 
ELF, © ELF,/A.11/A,-1] = {0} 
即 证 {1G. > 1} JEER. 
(3) ”最 后 证 明 广 二 GG 十 五 ,a.e. (n> 1). 用 归纳 法 , 当 

n= 1 时 ;显然 成 立 . Rika Atm Beek + IAA 
Ge + Hin HG + HD + Fin O ECR, AD 

+ (EF /A © Fy) 

= (Fu O Elf x A) 

+ ECF/ A OR) + F = Fi 
HFEA- TF hE SE 4. 611) D ER 
得 .. 

最 后 我 们 考虑 一 维 空间 R SRA FF BRAY Doob 分 解 . 
由 定理 4. 6. 2 知 在 一 维 情形 下 经 典 的 Riesz 分 解 依 然 成 立 , 但 
对 于 Doob 分 解 却 不 尽 然 . 

34.6.2 EF Q> PLCR) 为 集 值 映射 , 则 五 可 表示 
Fw) = [EGO POO oe) EF) ww € 1,8 

(1) FARBA g 均 可 测 ; 
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(2) F € LLAR] 4 A417 E LRR] 

(3) EF CLLIQR 1A, HA MF o 一 代数 , 则 
ELF/Ao] = CEC/ Ac], El9/Asl |: 

(4) (Fn 1) 为 集 值 下 (上 ) BRYA GY SnD 1) 


”为 实 值 上 《下 ) RM. 1) 为 实 值 下 (上 ) BR. 


证 明 ”由 第 二 章 \ 第 四 章 知 识 易 证 . 
RES eR PRP. =. 1} CLES R], H. 
SEB ERE, nS 1) MEFR > 1) 分 别 有 Doob 438 
如 下 : 
1 


其 中 
mn) = 3) — ETAL D + Sen 2 mO) = 
k=? 


Maln) = 5 Oh 一 E hA D) + Pon > Za (1) = Fi 
k=} . 
ASHER ii 
a(n) = F, EA] Eri) an 2,1) = 0 
k= 2 


a,(n) = > ELAD 一 We) on  2,ay(1) = 0 
为 零 初 值 可 料 增 过 程 .- 
. 定理 4.6.9 RPL = (8.7%). l) CE LLOR] 为 集 
EFH 则 下 列 命题 等 价 : : 
(1) (Fen 1} 存在 Doob 分 解 ; 
D FEB aS l(a) mn) a. e; 


SELF + 天 /AR dC > CF, + fp) ace. 
t=? 


k= 1 
HEAR AED 与 (2) 等 价 , 定义 
LA 0 1 六 0 
re loa < haco 
NMA 
BAF) = Td, + LN, 
= TsoA UnG) + a(n) + TacoACme Cn) 
agin) | 
= ACI ptt) + Dcom td) + AC ay Cm) 
— Icoar Cn)) 
= M,Q) + 4,Q) 
其 中 人 MCV = ACT omy ln) + Lacon) 6 AA) = ACs ot (n) 
一 hearin. PROT Te A (MG) nn 1) SR, 
{A,(A > 1} 为 零 初 值 可 料 增 过 程 , 由 定理 4. 6.6 AUP 
= 1} 存在 Doob 分 解 当 和 且 仪 当 对 于 几乎 所 有 的 ww ER, 
(MAn > 1 BAA) 1) ER 上 的 正 齐 次 下 半 连 
续 呈 函数. 它们 的 正 齐 次 性 与 下 半 连 续 性 是 显然 的 ,但 由 于 画 
RFA) = hora + het KT AB OHS 4 es}, Ak 
HLF, on 3 1} 存在 Doob 4 4 HRH rO << mm, (n) H 一 
apn) Salm) (nS 1)s Ti ~ a(n) San) 自然 成 立 , 即 证 
(1) 与 (2) 等 价 . 
“m= LF,» = 1} 存在 Doob 分 解 : 
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Fa =G, + H, 

(x D ,其 中 {G,,n > 1) IRER (Hon 21) 为 零 初 值 可 
料 增 过 程 , 则 有 

ECF, + F/M 1] 

= Ef (Gi + Hy) + (Gi t AD/A Ai] 

CEG +6.) + (H, + H/A] 

= (Gri + Gi) + CH + Aka? 
因此 ,可 得 


DEER, + ÊA] C D GE + Gey) 
#2 - par 


+ (H, + AD) CS, + FD ae. sn 2 


k=? 


“(3) 二 (1)” 在 (3) 端 取 支撑 函数 得 
ST Ela, Fy) + «(— A FO Asa] 


I= 


< JOA, Fo + ol— A, FD 


k=} 


AmA 
DI oa, F) — EL[oCO F.) /A + aA. Fy) 


k=} 


= (D, l ALP) — Elot A, FO /A] — oC À F) 


即 知 
M, + M,(— A BOae, AER) 
HERR MO 的 正 齐 次 性 , 利用 一 维 空间 的 特性 鼻 证 
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MA) 是 Ri PRM SP TP 1 WP RR, 
m 
> (Fy + Py) CS DEF, + ÉA) 
从 而 有 
> (Eo (A Fy) / Ae] — oA, Fey) 


k=? 


— > (E_a(— AP) / Ay, | 一 o(— AF, 43) 


即 . 

AD + AC àE 0a e CAE RI) 
MAE AD 为 及 上 的 凸 函 数 , 因此 ,由 定理 4. 6. 6 AL 
ne 1} 存在 Dob 分 解 . 

平面 的 例子 表明 即使 在 一 维 情形 下 ， 并 不 是 任何 集 值 下 
BRIBE TE Riesz 分 解 ， 
例 4.6.2 设 iz,,n 实 1} 为 独立 同 分 布 随机 变量 列 , 满 趾 


HX = l} = Hit, =— 1} = snl 


Gm = Dab = tes ton BV IK Bs (Lao 1) 
Py EB. SWF. = (fandom 之 1) eS PR BE RIIE 
| E[7,/A,J= EL- 十 2 Sade, + dAn] 


= p +1 
从 而 
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SELF + É,/A] 


ke? 


= SE 2m t D2. + DI 
k= 2 ; 


一 [一 25` — 29 — D25 +26 一 1)] 
又 因 和 S 
SE, +Ê) 一 上 一 2S) m2 Dm] 
可 见 定理 1.6.3 中 条 件 53) 不 满足 ,从 而 {Pn 之 1 不 存在 
Doob 分 解 ， 
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第 五 章 ” 集 值 蒜 型 过 程 


$5.1 RMA HAZ 


定义 5.11 设 F= {mn 之 1) Æ LLX] AA 


(1) ARF BRR. FG 
ELF ,4.,/A,] = 下 ae st ed; 


(2) RF BHR. 
DAP ELF /A, D < oo; 


O 称 是 集 值 _ 致 Amant, 
lim sup AC, ELF,/A, D= = 0; 
Er 人 Ta 


(O PE 是 集 值 Pramart, 若 
| lim supe {(oCF, ELF, /A D = ae. ; 
aeT re fa) 
(5) AFE 是 集 值 Mil(1), 车 
lim sup (F, ELF /A = Oae; 
at] men 
(6) BF PHA MIGO, # 
limy {supi (F, E[ Fa AD D e} = O,e> 0; 
aT mr 
(7) WF 是 集 值 Mil(3), 若 
limsupy{ ð (F, EL Fm /As |) > e} = 0,8 > 0; 
(2) 称 了 是 集 值 GFT(1) ,车 
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列 . 


lim a(supoCF, E Fw/A,]) > ej = 0.6 > 0; 
(9) FRR SEA GFT), . 
limsuppi d (E, ELF, /A,]) >e} = 0, > 0; 
GO MF 是 集 值 EM, 若 
lw, ELF /A,] 关 开 io | = 03 
(1i) 称 F Bi REM ，, 若 
SICE. EUF n/A) < oo ae 
(12) HERL 一 Mi, 车 
limsupA (F, ELF„/A, D) = 0; 
(13) F 4K Amart(1) FEE A E Pip CX), AE 





有 
limô(EF, A) = 0 ， 
reT . 


其 中 EF. = all Fede. 

[Æ] Amart 是 Asymptotic Martingale 的 缩写 ,中 译名 
FHL. Pramart 是 Amart in probability 的 缩写 , 中 译名 为 
FA ERR, Mil fe Martingale in the limit 的 缩写 ,中 译名 为 极 
eek, GFT 是 Game fairer with time 的 缩写 ,中 译名 为 依 概 极 
B&R. EM 是 Eventual Martingale 的 缩写 , 中 译 各 为 终 蒜 . 
QEM # Quasi-eventual Martingale 的 缩写 , 中 译名 Sa HL Bh. 
中 译名 为 严 加 安 所 定 ， 

如 同 实 值 和 向 量 情 形 , 上 述 黄 型 过 程 之 加 有 如 下 关系 





(l= (2)=13)> (496) 
(53> (6) => (79> (9) 
(1)=(100>(113,(2) (11) 
(33> (12) => (9), (3) (13) 
(E= (8)=> (9) 
其 中 大 部 分 关系 显然 成 立 , 要 证 明 的 是 : 
2)->(3) 一 (13)， (4) (5). 
51 5.1.1 BREAN ERIR far) aE Tyr 
E T) WE FERH 
(1) SHER CT Mere Tle),f.r) 为 4 可 测 ， 
(2) WERE Thr € Tle), 
FORT) Neem = FCO Xo ws 
(D MERWE TAC A, #7. € Tie}, HAC 
(E = Toft fost Xa = Flo,t X45 成 立 , 则 下 述 等 价 ， 
(a) iim Sup BiFa, r) > = 0,6 > 0, 


ETTET 


(b) limye esup Fler) > e} = 0,6 >00, 


aT rT 


fc) lm esup Fen, r) = 0, ae, 
EF ré Tiel 


引 理 的 证 明 见 L33] 的 Th. I. 3. 5. 5. 
定理 5.1.1 WF = (Fn 21) BLO; ,2] 值 适应 应 列 ， 
划 下 述 等 价 ; 
| (1) 下 是 集 值 Pramart; 
(2) FW 
tim H{ esup BCF,, ELF,/A,}) >e} = 0, E> 0; 
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(3) 下 满足 . 
lim esup oCF,, ELF,/A,]) = Oa.e. 


直下 cf 于 Thr, 


WEA 对 任 给 的 ET.rETO), BEF, E LLQ; X], 
> 
f(6,t) = BF,, ELFA) 
由 引 理 4. 2.3 和 定理 2.4.7 BREE Ser), € Tyr € 
T(o)) 满足 上 述 引 理 5. 1 1 的 条 件 , 于 是 由 引 理 5. 1. 1 知 结论 
成 立 , 证 毕 . 
推论 5.1.1 ELF = (Fn 1} 是 集 值 Pramart, 则 是 
集 值 Mill(1), Bla 5. 1. 1 中 的 "(4)=>(5)” 成 立 . 
定理 5§.1.2 BAF = {F n> 1}) Æ LIQ: X] ipe, 
则 王 是 一 致 各 mart. 
证 明 WERM SS Le CTY). tE To NE 
情形 的 证 明 ( 见 让 理 4. 4. 3 的 证 明 ) 可 证 
ECW, ELF AnD Xeen 
S DEOR ELF /A D Xem 
于 是 有 | 
ACP, ELF,/A, D 
= D EOF ELF / An) Keen) 
= 之 D, ECP EL Fins /MD Xeon) 


< SECO, EF AJ) 
i=j 
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= SIAC. EDRF /Ad) + 0,j -> cc 
ie} 


定理 得 证 . 

定理 5.1.3 F= (F221) BRA Amart. MF 

是 集 值 Amart(1). - 
证 明 “” 设 了 是 集 值 一 致 Amart ,对 任意 的 rE TOE 
了 ,由 定理 2.4.?7 和 推论 2.4.5 有 
SEF, EF.) = 6(EF,, E(E(F./A.J)) 
<< AG, ELP/A,)) > 0,0 € Tia 
FER (P(X) 8) MCP, CX) O 的 完备 性 ( 见 定 理 1.2.5 和 
1.2.8) MAE A CE Piz X) EA 
limé EF, , A) = 6 

oe F 是 集 慎 Amart(1) ,证 毕 . 

[E] ”车 在 定义 5.1.1 PAP Ra. ©) 或 小 和 村 
SH PA OC, MMA ELE PR. AEP 
的 85.3 中 讨论 的 集 植 Superpramart 就 是 其 中 之 一 . 


§5.2 集 值 一 致 Aihart 的 Riesz 通 近 与 收效 性 


定理 5$.2.1 WF = (Fn i} 是 Li[LQ;X] 值 一 致 
Amart, 则 存在 LLOCO (BEG, n 之 1), RAM ACG) = 
Q, 

证 明 ERa > 1l HERH m Sm, nA 

ACELE m/ An ELFE m/ AnD) 
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= ACELE Fy /A Ah ELFE n/A 
E ACEL Pa / Ame) 1s Fw) > 0, 
m, = m, > oc 
MEIEL aA Jem > n 是 (LjEQ;X], 和 ) 中 的 Cauchy 序 
Fl, AA LLLA] A 是 完备 的 空间 ( 见 定 理 2. 3. 15) , 故 必 
RETEG, E L} (0;X), 使 有 
lim ACELF,./A,14G,) = 0 
AG, E LEOA GX ]n > 1 RR. ERE n 
D1 Fm DS ny HE 2. 4.2 | 
lim A (ELF, ra/A], BELG, /A,D 
S lim A (ELF mta An] G) = 0 
因为 
ACE(G,./4,1+G,) 
<= A CELG,/ A, J, ELE mr An) 
+ ACELF 44/4, jG) 2 1 
& k — oo 即 知 
EG, /A,] = G,.ace ymin l 
所 以 {G. 1) Æ LRG X] Ag E e> 0, 由 集 值 一 
至 Amart 定义 知 存在 me, 使 有 
A Fp ELE ua AnD < £m 2 mek 1 
对 任意 取 定 的 普兰 za, 存在 到 使 有 


ACELE nri Am] Ga) > a > k 
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pn ee ee <= -—- :--- - ——- 


A LRP PR SR AC, G,) Sek ek. H E> 0 AGE 
意 性 即 知 
lim ACF, Gn) 一 0 
HERH TCT. fin > 1 Him r RARER 
Doob 停止 定理 知 ACE[G,/A.],G.) = 0, 于 是 有 不 等 式 
AR oG) S ACF. ELF, / Mel) 
+ ACELF,,/A],£LG,/A]) 
S ACF ELF /A D + AF Ga) 
由 此 可 知 
lim A (F, G) = 0 
ET 
定理 得 证 . 
引 理 5.2.1 BA Bem 1) Cc POO lim An, B.) 
= 0. WA 
G) ”车 存在 BE P(X) (HAK. MB, -> Bin 00, 
则 : 
(K. M)A, > Ban» co 
(2) BE B EPLO AA | BI > 1B Il zoo, 
a 
| A, | 一 |i Bil ,a oo 
证 明 HERK E BR BC s limita, WA ©, E 
Bon > 1 $A |x, al + On + 99, yn © Alo 1, tE 
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| En ¥en ll E Cr) + 4 n> 1 


FEA 
yes ai <I» ool + lax] 


< dla, A) + Ł + 上 zz 一 不 上 


<An B) +2 + | z || 一 om 一 co 


Hex E s-lim4,. h z € E REM 
B C s- lim infA, 

男 一 方面 ;对 人 尾 取 的 x E w- lim sup, FF ti E An k= 

LEA Cw ry 一 工业 一 co Bo © Bask = 1. (#4 
ze yl Sada, Bad + Poke 1 

FEMERM 2° CX" ,有 

parya] 

| | 十 | | 

she'll | y > 一 ,| + [<r xz 2 > | 


< fet ICAs Ba) + SL 


HEr", 一 工人 | — 0k — oo 
SC BAA Cw ya > rp r E w- lim sup B, = B, 由 
ax € w-lim sup A, 


的 任意 性 知 
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w- lim sup A, CB 
WK. ADA, > Bon oo. (1) 得 证 . 
(2) ”由 定理 1.2. 4 不 难 验证 有 
[EA — 184| 
<= OCA, 8B.) + | Bd — EBI or 
C2) 成 立 , 引 理 证 毕 , 

引 理 $.2. 2 BEA, Bon 2 1} © PeX), lim dca, B,) 
= 0. BATE B E P(X) EA wB, > Ben — Ben > œ, 
(w)A, > B,n— oo, 

证 明 “对 任意 的 二 COX hE 4.9 

|a(a*,A,} — o(x*.B)| 
< eLA B, + |e(2",B,) 一 cr ,B)| +0 
证 毕 : 

定理 5.2.2 WF. 21} fe LaL] Amar, 
supk || F, | <0. BR FWRA SBE: 

(1) X 4 RNP HX 可 分 ; 

(2) FE Pi (X> 值 随机 G 使 有 

ECF, /A CG, ae. sm en). 
则 存在 E LLX ,使 有 

CK. M) Gao k, > F, | Fai + HF) ae, 2 — oo 

证 明 ”由 定理 5. 2. 1 FETE LOX] BRIG, 之 1) 
EAMA CFG.) = 0. 由 此 知 OCF, G) > OCPr). ,从 而 有 
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limd(F, CO) =0 ae, 
着 定理 所 述 条 件 之 一 满足 , 由 第 四 章 的 定理 4. 3.9 或 4. 3.10 
即 知 存在 € LX[Q;X], 使 有 
(K. M) QoG, — F 
4.€., A — OO 
1G, > PFT 
于 是 由 引 理 5. 2. 1 和 引 理 5. 2.2 知 有 
(K. Mwd F, > F 
.BB. 1 HF OO 
IF. + FF i 
ERB. 


$5.3 无 界 集 情 Superpramart k attt 


定 光 5.3.1 设 了 是 一 非 空 指 标 集 ,{F,z € J 是 一 随机 
EW EITE Pro (X) 值 随机 集 C 满足 : 

(1) tE J, F, C Gae 

《2) ”对 任意 满足 上 述 (1) AP. CX) 值 随机 集 互 ， 有 

- l GCH ae. 

则 称 G 是 随机 集 族 {,t E J) 的 本 性 闭 ( 西 ) 包 , 并 记 作 

G = ecl{F,,t € J} EG = eclF, (G = eco(F,,t E J} G 
= ecoF.) 


直 定 义 知 ,随机 集 族 的 本 性 闭 ( 凸 ) 包 若 存在 , 则 是 ae 
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时 


唯一 确定 的 . 
JEN 5.32 MOTELA XA BANK OR 
数 , 称 MBA, 可 分 解 的 ,车 对 任意 的 万 , 疡 EM 和 4EAo， 
均 有 
Sita + feta EM 
当 计 是 & 可 分 解 时 ,简称 M AT hE. 
ENO, A,X], BRAS RI TAY. HEB RAA 
CA, CA, MBA, 可 分 解 的 ; 则 MM Æ A 可 分 解 的 - 
定义 5.3.3 设 MCZIQ,A,psX] 称 包含 M 的 最 小 的 
Ao 可 分 解 闭 子 集 为 4 的 A。 可 分 解 包 , 记 作 (Ao)deM.M Hy A 
可 分 解 包 , 记 作 deM. 
定理 5.3.4 WM CLU, A mX] MCA deM 存在 . 
证 册 ”由 于 [9Q,A,pyyX] RB A 可 分 解 的 ,而 在 意 
的 多 个 A。 可 分 解 的 闭 子 集 的 交 显 然 仍 是 A 可 分 解 的 闭 集 ， 
FA RICA, deM 存在 ， TE. 
定理 后 3.2 WA BAM Fo RMM CLO A LA: 
Xa 
(1) MÈ Ay 可 分 解 的 ,期 cIMM ,coM 也 均 是 A 可 
分 解 的 ， 
(2) (AddeM = H Y fta fi € M,1 isin, (A, 


+5.) 为 4 可 测 划 分 }， 
(3) (A,)deM = CAoyde(cLM) 


(O &M BA. WM BA a 可 分 解 的 当 且 仅 当 





(A, deM = M. 
5) #MCL(O.4) 是 可 分 解 的 , A 
colEL f/Ag]:f E M) = HELFA]: € coM} 

证 明 RUF HRA AE DE a iE A 
G (4) 成 立 ; 而 (5) 为 显然 - 

定理 5.3.3 Fot © FT} EPAD 值 随 机 集 族 ,58 A 
Dot © J, 则 ecoF, 存在 . 

证 明 QM = tolde U St) J bE 5. 3. 25) lM BB 
可 分 解 的 闵 凸 集 , 因 而 由 定理 2. 2. 9 知 存 在 PrCX? (LS 
忆 , 使 有 8 中 一 邓 , 这 时 丰满 是 定义 5. 3. 1 中 的 条 件 (1) 为 显然 ， 
下 面 证 明 下 满足 其 中 的 条 人 忻 (2). 

设 召 是 PrCX) RAOUL, A FC Hae. 2 EJA 

, SHC Sh EJ 

所 以 有 

USH, C Sh 
成 立 , 于 是 由 可 分 解 包 的 定义 及 Sh 的 定义 及 Sh 的 凸 性 即 知 
有 

M = cofde(USh)] C Sh 

HF CH ae. ,由 此 知 

F 一 e coF， 
定理 得 证 . . 7 
引 理 5.3.1 设 了 DD 是 及 中 的 可 列 范 秽 集 , 若 4,B € 
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PX), W FES H: 
(1) ACB; 
(D rE Di,déz,A) 2dtz,B). 
证 明 “M> ABR, UEC)”. 2) 成 


立 , 对 任 给 的 z€ A EEn E DRA le-a < Zk 
1; 于 是 有 
O= diz A) > init har— yl — lama} 
> inf ta yll y 
> inti leyi le aly 
GA . 


> diz, B) 一 24> 1 


HAS 1 的 任意 性 知 2(7,B) = 0, Pre BATE AMER 
EAC) War. 引 理 证 毕 . 

下 述 定理 肯定 了 一 般 非 空 随机 集 族 本 性 闭 ( 凸 ) 包 的 存 
在 性 , 并 给 出 了 具体 的 构造 方法 - 
定理 5.3.4 HFa € J} 是 一 非 空 随机 集 族 ， 则 
ecli F, E J} etoi F, t € J} 

均 存 在 , 且 有 (sn 之 1} 二 了, 使 得 
ecl (F,,¢ € J} = el (F452 1} 
ecolF,,2 € J} =colF,. > 1} 
EM DMX TAC. ERREK E DA 
Hin el cl eA 
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infd (ris Fa) = eini d(2,.F,) - ae. D 
其 中 a.e. @) 表示 例外 集 与 x; AK. 令 
J= {fmn liz l} 
则 并 是 7 的 可 列子 集 ; 令 二 dl{F,t E Jh) ,由 定理 2.1,11 知 
GS 是 PA 值 随 机 集 , 对 任 给 的 E Jv, 和 任 取 zz EDA 
dix aF) = ein d(x; EF) 
= inf d(z,, th 
, ne] 
> inf d(z;,F,).a.e. @ 
Edi 
因为 ETHE WEET N. H 
l dlr, F) > inf din, F,) 
te, 
= dix: CG) w €E AN, rE D 
于 是 由 上 述 引 理 5. 3.1 AF; Ga. e LERAAR) 值 
MILE 五 ,使 有 
C F,CHae.,ted 
Rl G= {Ft EJ) CH ae. WER, 
l G=ecliF,,t & J} 
FES G, = soG, 由 定理 2.2. 8 50G, 是 Pr(X) 值 随机 集 , 且 
G = colF,,1 E Jy} 
为 显然. 苦 有 另 一 个 Py.CX) OLE PCH ae. cc € 
J, WG, CH a.e IPH BR. BK 
col Ft € Hj} = ecol kt E J} 
定理 证 毕 . 
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”定义 5.3.4 BF = (Fn Dl} 是 P(X) AIM, 
SEA) 天 Bin D1. > 1) CLIX] EF 8 
择 , 若 

fa E Sh (A)n 1 l 
我 们 将 E 的 适应 可 积 选 择 全 体 记 作 AIS(E) 或 AIS(< F, 
>). Given 2 1) 是 下 的 适应 斌 积 选 择 , 记 作 < Toe 
AIS(F) E 
“ 引 理 5.3.2 我 们 很 定 设 下 = (Fun > 1} Æ PeO {E 
适应 列 ,S}.(A,) 天 Bon > 1S | 
RAD = (fa <f, > € ASP) ET 
证 明 {fo <f, >€ AIS(F)) CS (AD 是 显然 的 , 对 
于 任 给 的 卫 E SDA g, > € AIS(F), 令 
f= galopem + Fkcranst > Í 
H<, >E ABF, HERE 
f= D Fton = 2 anker + Fecwes Xan 


n=l 


= D Aiken = fa 


a1 


ASE So <S >E AIS(F)}. H f E ShD 的 任意 性 知 


Sh ADC {f < f, > € AISE)} 
引 理 得 证 . 
定理 5.3.5 F= {Foun 1} 是 Liw[Q;XX] 值 适应 列 ， 
a 
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Lk 


Mati 


HE Bae 





G, = eco EJA Dn > 1 
SiG. > 1) EPLO AER, HF, C Gae nl, 及 车 
有 另 一 个 PyCX) AER, (Gon 1) 使 有 只 C Gae an 
iw o- 
. G, CC ae ml 
#supE IF, < e MG on Sl} BLOX] AERA 
supë LGI S supE | F, | <co 
ER OF, CG, ae yn 之 1 为 量 然 ,为 证 {G,,n 守 1) 是 
Ps《X) BERS 
M, = MH Sk A n> 1 
对 每 一 个 n 产 1, 下 面 证 明 M, 是 A 可 分 解 的 . 对 任意 的 
Tofi © Ma MA € AA, 存在 ,rs © T(tn) ,gi © Sh (Ay): 
Br Sh, CA) EE 
fi = Ele,/A.),f2 = Elg,/A.] ace. 
由 引 理 5. 3. 2 知 存 在 (< ALP >, <P >) CAIS(F), 使 有 
g = AD i = 1,2 
& 
Ts weA 
Tos w € AS 
则 = E Ta). Fh, = AP Xa + OY > 1,30 
| h, © SEAD 


g = 


AA 
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ELA, / An] = ELA Xa + AP Ya/ Aad 
= EDAP Xa 十 hss Xu/ Aa} 
= fi Xa + Sakae 4, €. 


HA Sa + Sta © Sheen (A.) DM, he M, BA, OTR 


的 ,于 是 由 定理 5. 3.3 和 定理 5. 3. 2 知 有 
Se, CA) = c0( (Andel U Shira, CAJ] 
= coM,.n = ] 
对 任 给 的 了 E Mo HET Ee Tag € St LAD EA S = 
Elg/A,]> SATA | 
ELS/A,-1) = ELg/A,_,] € toM, = S$_ (Aw) 

帮 由 定理 5.3. 2(5) 有 

Skea A) = HECA Jf € 0M.) 

= col ELF án bf E M,} 

T Sh Andon 
HETTA ELG, / An] C Gra e on 1, RUA (Gon 2 1} 


EP, CX) ER. EAST. ERIC. nS 1) 使 有 
F, OG, ae 221, 


G, = eco ETF /A,] 
TET) 
Ce co ELG /A,] C Gå. e. tl 
re Tir 
为 显然 ,又 若 sup 尼 上 F. | < o ARERR ERY n > 1, 有 
IG, = H eco ELF./A,) |i 
tE Tin) 
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kad 


cana Ma 


B priy a 


cre 


„mr. 


有 


< esup i| ELF./A,] || 
reba 
<< esup EL | F, $ /A,] 


re Tn} 
eR AEE Ce l) CT in) ie 
supEL | Fs | /A.] = esup EL | F. || /A.] 
| - ri Fin) 


HARREI IR EL || Fo | /A] 4 GA >, TE h Fatou 引 理 





E| G, | <limE | Pa | 
< supE || F, || <oc.n 21 
u 
定理 证 毕 . 


[ 注 ] FEEL F. Con > 1) BRAS 
1} Wd) LR. ERRE 89S ad. OT BRAG, on 2 1) 是 1 下， 
no 1} 的 Snell 包 . 
引 理 5.3.3 {Af 1} C2*\O, Be P(X), MA 
supid(y.B).y¥ E co( U AD] = supé;(A,,B) 
ant 1] 
证 明 ”只 要 证 明 
supid(y Byiy € coc UY 4.)) = supé,(A;,B) 
成 立即 可 ,对 任 给 的 y E cot UAD, FREE Y: € ANA E RLS 
i< mA 
DA=law= DA» 
i=] il 
4a = maxi y |.¢0.8). y |.l<icm) 十 1; 则 
d(y,B) = diy, B N S(6,a)) 
d(y,, B) = dy BO SOAD LAEM 
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HB SO € Pu 值 ,于 是 由 Minimax 定理 有 . 
diy B= inf{ | y— zll or E BNS) 
= sup (ry >— a(x’ B AN SO,a)))} 


EU’ 


= sup (Se Yo o€2" Bf SO,a))]} 


rz EN’ is 


x Sta sup [< Xx sy or ,BN S$(,a})] 


f=) eat 


= S‘Ainf{ sup <2*.y,-— > or E BN EO) 


i=1 a" eit 


= > Adly Bf 50,4)? 
r=] 


= S}ad(y.B) < sup dlya B) 
Lerm 


:=1 
故 有 

diy, B) = sup 6,CA,, BY <= supd. (Ap B) 

Eik ii 
由 > € col UA) 的 任意 性 即 得 欲 证 之 不 等 式 , 故 结论 成 立 , 引 
FLAS UE. 
定义 5.3.5 WE (Fn 之 1} 是 Pi(X) 值 适应 列 ， 
Sh (A,) Æ On = 1,9 F 是 集 值 Superpramart, # 
lim sup “fd, CFL, EDF A) > e} = O.e> 0 


eT ré Tks) 


集 值 Superpramart Æ (A | eee 4B (A Pramart 的 推广 ， 
定理 5.3.6 iF wz Sly OX & Superpramart ， 
车 存在 GE Laela XLA ELF, /A,] CO Gale wel lr € 
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ind 


ms ar 


Tin) WATE FE Liw[Q1Xj, 使 有 
iK. MOF, Fae Nn @ 
证 明 令 
Ga —e co ELF,/A, 1, 理 => l 
re Tim) 
AGERE 5.3.5 MUG, 1} BLOX) At HA 
G,CGEL,{8;X]ae.,n Zl 
fic HEM 4. 5. 1 ARE FP © LOX], eR 
CK. MG, > Fy ace, A7 oa 
这 时 w- lim supF, C w- lim supG, CF a. e. BR. SERA 
F ES}, 注 意 到 
dF Fo S dG d 十 supa (y, Fa) ri => 1 
又 因为 Gu = eco ELE/A,]wn 2 1.0k h EH 5. 3.4 知 存在 
O qi l Ten el 
ES 
Cn = coL ELR? A, Ji = i? +7 = 1 
于 是 由 引 理 5. 3. 3 有 
supd ly, En) = supe, (E Fa A] F] 
yeu, ze] 
< esupd,(F,,E(F./A, Don > 1 
re Tn} 
4y 
fiar) = 6,CF,,ELF/A, Doa € TrE Tle) 
Wiar ET, E Teo) 满足 引 理 5.1.1 PRB 
由 集 值 Superpramart 的 定义 和 引 理 5. 1. 1 有 


"345 5 


lim esup ô, CF, ELF,/A, D = Gae. 


moe TE 


而 
limd Cf (i) 一 Dave， 


noe 


为 显然 , 故 有 
limd (f, Fa) — Qae, 


这 表明 E slim inff, ae fa fC Si 的 任意 性 知 有 


E Z s- lim inff, a. e. 


所 以 
(K. M)F,— Face. no 
定理 得 证 . 


引 理 534 设 [4 > D) C PUD RREH E 


lim nfd a.) z> d(x w- im supA,),2 E X 


qed 


证 明 ”可 反 证 之 ,车 结论 不 成 立 , 存 在 z E XA 


a= lim infd(z,4,) < dlr, w- lim supa,) 


ae om 


FRAT A RS 1) 使 有 
a= = limd (ry Am) 


Perera 


这 时 < oo 为 显然 , 取 ve © Anak 2 1 AT 


le yl das AD ~ Zk SI 


从 而 有 


让 yl s slal + ds, Ad + | 
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arr 一- eee ee Se a n o 








<= || x || +44 supd (æ, Aw) cok =] 
&b= lel + 1+ supd(z An), M ERRERA 
lyek 1} CH NSO E PiX) 
h we REMTE (ye k 1} Cla kell My CH MSO, 
b) ER 


CH) Yak = Yh 02 
AT y © w- fim supA. HWB w 下 半 连 续 性 又 有 


z— yi < lim fx ym | 





. =a<d(z,ur- lim supA,) 
这 就 有 了 矛盾 , 故 结论 成 立 , 证 毕 . 

B| Æ 5.3.5 设 (Fedon > 1} 是 PLX’) ff 
Superpramart ; 则 对 于 任意 的 2E€ T, iFern Apron > 1 E 
P(X 值 Superpramart. 

证 明 Pn Agnn == i} ARE PeX) 值 适应 可 
FAP to Apna 2 1) RAT SR I< Apr >) CT. 
MES HI > 0. AEA Superpramart Aye YB ES 1 ,使 
有 . 


Rei 





sup Ai 和 OP ELEJAD >eE) Cee € Tk) 
任 取 To © TCS Aggy >t BO BRA, 
T= COAT VY wo, = (eo Aa) Yew 
Mor. E TH So, Sk Ae Nome) = (pce) dee 
有 
By (Prot ELF ar Apro isna: ©) 
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= OL LP aX ened ' ECE Xipe Aard] =i 


于 是 有 
OP pras ELE prol Aora) 
=6,(F ELF a JAn D Xn ek 
=p, (Fa EDF /A ]) 
从 而 有 


HAO CP ope BLE yn e/Apae |) > €} 
S {OUP E Py /A |) > €} oe 
fe > 0 的 任意 性 知 结论 成 立 , 引 理 得 证 . 

定理 5.3.7 iki Pon > 1) 是 Pn(X) 第 Superpramart, 
aA 

1) supEd (0 F.) <I on, 

(2) FEH E Pue ae, (8A ELFL/A,] CA 
ae, nce lr € Tin), WEE PX) RBS POSES So, 
(HACK. MIF, + F a.e. , n— 09, 

证 明 SPP UES. ERE = sup d(0,F,) € [9; 
R]. © 





ae ECA D) + A} Ae lin Sl 
Wi (Bin lhe > LLO; X ) (EE a PER. 令 
G, wove p ELF. Q BEA, ponl 


由 引 理 4. 5.5 和 给 定 的 条 件 (2) 有 
ELF. Be/A,] C ELFA] N Bi 
CH BE PalX) ae nF 1 
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HES G C 五 ae wn 1. mG. AA, 可 测 的 显然 Hy 5 | 
4.5.7 和 定理 5.3.5 有 


ELG. 41/41 
=cl{\) Fle co ELF, N BA, I/A.I} 
Ruel rer teddy 
Zeli j e co ELF, U BA = Gae, nl 
Mel TB 





故 {Gisn > 1) 是 Px(X) AEB, H 
F, = A UCE, 9 BO TO,a.e. nl 
kl 
内 而 有 
supkd(0.G,) SE supEd(0,F) £ o0 
由 定理 4. 5. 2 知 存在 P(X) (EP CH ae. ,六 他， 
使 有 
CK. MG, -= F ale. yn oo 
这 时 
w- lim supF, C w- lim supG, = F a.e. 
为 显然 . 对 任 取 的 了 了 E 5S}, 注 意 到 
ALFF) Z dG + spd F, dn 
IRER n l EBS 3d 的 证 明知 存在 { Tt 1} C 
Tn), fe 
eco ELF, Q Bt/A,] 


rer tae 
= co ELF.) B/A, Dae. sk 1 
于 是 如 同 定理 5. 3. 6 的 证 明 , 由 引 理 5. 3. 3 有 
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supd(y,F,) = sup sup d(v,F,) 
weg, : 


42) seo FA 
rl . 





< supsup 0, (EL Fy N BEJA, FD 
. =p esup ô CELF ALLE Gace. 

由 此 知 A CPF) 0 ac. an > co SEAR A E s- lim inf, 
ae. HS E SL ASSL REPE E cls hm inf}, a.e. > By 以 
(K. MF, > Fale. wa co, 

对 于 . - 般 情形 .由 条 件 (1) 可 得 
supd (O, F.) < o Ae 
ELRO, F Xec] € mwr E T 
FEHR 1. 
e = infin = 1,d(0,F,) > &} inf = co 

则 2 和 了 ,由 引 理 5. 3.5 Pen Monnet = 1) 仍 是 Pj,(X) 值 

Superpramart, 44 
EOF and SAT AO F  Kipe ny =O el 
由 此 知 supa (0,Forw) SF E LIOR] XA 
EL[F,n/A CHae n lr € TOD 
kh GRE WED ROMER CH a.e. ShA DRA 
(K. MDF ,,,-* G'a. e. ne ce 
于 是 在 A, 一 supd(0,F,) Sk LACK. MF, - G'a, e. sn > 


By = AN Ap 一 B), k 
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Was SRae gr = Gt i 
ari reel 


CR. MIF, > p a.e., ae oo 
由 引 理 5. 3.4 和 Fatou 引 理 有 
Ed(0,F) = Edim infd(0,F,)) < lim infd (OF) < on 
所 以 Ss AO, EEE. 
35.3.6 (ABE PAXLA BHR MWE 
6,(B,A) = sup Loe wd — ae" BB] 5.3.2) 


le” Hes 
MEX yaahidi oil) X MTP. 
EB, A) = aloca: AD ar B] (5.3.2) 
证 明 ARGAN UTEM L 411 的 证 明 可 证 
(5. 3.1) ARSE X BSP. MU ola AD 一 ox,B) ET 
X* 的 强 连续 性 知 (5. 3. 20 thy A RRA UO CB 
=+ OM PEA RS La, € 4. 使 有 
2, At lel 
于 是 相应 地 存在 x CX? lak il 1A 
L a at >> k Il |] 
因而 有 有 
alri A) - alri, B) Safin > | Bi Se 
Hye 1 的 任意 性 知 
sup Lair A) — air BI] =4+ 2 


rl 


BGS. 3. DRL SRB E > 0 ne © (af KS liane 
:1 使 有 
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lng ari h cet) 


| æ | 


此 时 有 
TEER AD 一 6644, 8) RE ra’ 1B 
TT | £ |l keke) 


HA 1 和 之 0 的 任意 持 知 
sup[o(z’ ,A) — oz", B) =+ co 
HOG. 3.2) 成 立 , 引 理 得 证 . 
引 理 $5.3.7 {Fot EJ) EPOD AIEA. 天 

Da EJ. WHER EXA 

a(a*,ecoF,) = esupelr* F) a.e. tz") 

red IEJ 
其 中 的 例外 集 与 zx” 有关 . 
证 明 ”对 任意 取 定 的 x”E€ XX*, 由 本 性 上 确 界 的 性 质 知 
FE Sek 1} 入 ,使 有 
supa Cr" Fi) = esupa(a" FD 
{ASE Pe >l A 
a(a* Fp alr secor) a.€, 
1E 
为 显然 , 因而 存在 可 上 略 集 N(z*) 使 有 
supo(z" Fy) oalr" reco F,) w Ee DNC") 

由 此 知 

esupo( zx" :Fe or "ecoF.), ale. Cr") 

red Fe 
另 一 方面 ,出 定理 5. 3.4 AEE ok 1) CU 

coffa k 21} = e coF, 
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a(x? ,ecok,) = olz" ,col(Fy,k & 1}) 
red 


Sz supote” Ea) l 


Ae] 
= esupo(x* , Fave, Cx") 
re 
PR SK UE STK AR Se | AS UE. 
引 理 5.3.8 Pei P.on 1) Æ LGX] AMA. 
G, = eco ELF /A,]en 21 


rE Tin? 





则 
G, = eco ELF,/A,],¢€ T 


rE Tto) 
证 明 ”对 任意 给 定 的 0 E Tie 
Hic) = eco E[F,/A, | 
retin 
要 证 明 Ho) = G。, 易 知 此 时 有 
t= Cir mr E Tle) ne 
ERREN ETO Ain 21 FEE m 1, EHTS m. 设 
la = m) E S, BRERA nS m. A 
J= we (a =n) 
P= ln. wE (gn) 
Me € Tod. AHSA 4.2.38 
ELF ./As Mem = ELF p A Xn C Odeo om 
TEH rE Tle) 的 任意 性 即 知 
HAY Xian C G Xom z l 
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hita H o) CG, PHEW R MMA KAER Rose, 
SHEN nS RATE T.S 
[Ts we (g =n) 
lk, wE (on) 
Me € Tee), (a s| 4.2.3 有 
ELF /A, Keen = ELEA, Xon C Ho Xian 
Are Tod 的 任意 性 知 
OX C HOX wink 

因而 用 G, C Ate) eG, = Hio) E T RW. 3| BRIE. 

定理 5.3.8 设立 ' 可 分 ,二 Pe el} BLOX) 
值 适 应 列 , 则 下 述 等 价 : 

(1) F 是 集 值 Superpramart; 

(2) FE PeO AE BRIG,» > 1}, F, C Gaee. 
n=l H 


po 


limé CF, 6G.) = 0a e 
证 明 “(1) 过 (2)” 设 (1) 成 立 , 令 
G, = Eco BER /A, Jon =1 
由 定理 5. 3.5 BG,» > 1) Æ PCO ALR. H 
FP, COG,a.e 5 21 
设 {zx ,i 1) EX 中 的 可 列 范 稠 集 , 令 
g = or 下 
上 = or .G,) 
对 和 什 意 给 定 的 se E T.A BRIE 5. 3.8 和 引 理 5. 3.7 可 得 


re a e eee e e e a a a e a a a -a 


E= olal ,G,) 
= o(a, eco E[F,/A,]) 
rE Tir) 


esup o(z;" JELF./A,]) 


ET 


esup Eleta; + F. ) fA, ] 
rE TEF, 


= esup [g /A, ja. e. Cr") 


此 时 存在 {t(D n Sie TC), A 
E pio A] * Eat 
于 是 由 引 理 5.3.6 有 
CF, GO = CF, G) 
sup (ata; G = oiri FY) 


=sup{ esup ELEA, | 一 p ] 


1 rey 


~=supsup[ Ef gh /A jJ- gø] 


n=l ġe 


~=supsup[o( ze ELF atA D — or? .F,)] 


m=] i 
= supé, C Ee , ELF mus FAD 


HAA å ô, ,CF EUF /A, D + (n A 2 "因而 有 
lime OCF, G, ) > e} 


= limsupge{ð, CF El F an A, D ei 


rol ne 


< lim sup {8p (E, ETF 7A, ]) > E} 


TET TE Tiel 


limé(F,.G,) == 0, ae. 


= ĝe > 0 
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“(1) 一 (2)” 得 证 . 


“DD” C2) 成 立 , 此 时 有 
lim sup Rat (Fo ELFA, D > E} 


ceTrée Tle 


Shiny esup o, CF n ELFA, D > &} 


TET: 
limped, Ch,, eco ELF./A J) > ej 
—lmeid Cr a0) > E) 
sET 
=jime e FG) = g} = 0,€ > Ü 
ET 
这 表明 了 是 集 值 Superbpramart , 故 “(2) 一 (1)” 得 证 , 定理 证 
HE, 


$5.4 RAA Amart RBI Se 


EXS Ai FGE LL; X] 5 
Aal, G) = sup Elele*, FY— eolx*, G)| 


HFG ZA Pettis PE. 

由 定义 易 知 Pettis PE AP E EA E An a BRE 
BH FG, H € LAQ; X] 8 

Ael F O = AEO + AH,G) 

当天 ”可 分 或 PsG E Ll] AEO 一 0 的 充 要 条 
ef F = Gae | 

定理 5.4.1 BFG, E Lk[Q;Xj],F 是 A 的 于 0 代数 ， 
则 有 
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C1) AWE G EOS SD < AC,G), 
(2) Aul FCEE] EGED < AVFG), 
(3) 4 FG 均 为 F 可 测 ; 则 有 

supd (dl 上 Fdp,cl | Gda) < AFG) 


< á supaccl | Faxc | Gdp). 
AEF A A 
证 明 CD. 02) ABR. 为 证 (3) 成 立 , 只 要 注意 到 对 于 任意 
HFE LQ, F, R] BATTER. 
supl | fari < | fian< 4suplf fanl 
AEF JA a AEF A 
再 运用 定理 1. 4. 11 和 定理 2. 3. 9 即 得 ,证 毕 ， 
定理 5.4.2 RFs {Fon 21) 是 Li[L9;X] 值 着 应 列 ， 


RP Sth: 
(1) F ER fa Amart(1), 


D 对 任意 的 A © UA FEMA E€ Py. CD ,使 有 
limd¢el | Fade, M(A)) = 0 
reT A 


FUR SCE FER PR. BEAR e > 0, FRE eE 
了 ,使 有 





sup sup sa | Fd, MLA) Se 


FETUMAE A, 


(3) lim sup ， ALO, RALFA, D = 0. 


ETET 


CERA OSa)” 设 (1) 成 立 , 任 给 4E UA,, 存 在 
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= 1 使 有 4 C A AER © > 0.11) EP ET) ,使 
a 
sca | F.du.d J Fadu) <€,t,0 € T(p) 
tt a 


IER teo CT). Fen SS 1 Ars nos 
jwe A fo,we A 


m = = 


= a= i 
ln.w E A in,w © AS 
Wr. E TO, RNA 
eccl | Fdd pcl | Fads) 
=al | Fyedpty + cl | Eid pcl | Pid jo 
A af A 
+ ct | F dp) 
A 
=acel | F, duet | KF, dy) <e 
a l . a! 

由 此 知 'cl | Fdnr ET 是 (Poi (C2 ,站 Hh Cauchy 族 , 同 
时 根据 (Psi( 芝 ),56) 的 完备 性 知 存 在 总 CA) E Pr (XX) ,使 有 
limacel | F.du,M(A)) 一 0 

ET A 
PREM Kai — Bt FER A E AL, Ar E TO, EHAR 
方法 可 证 有 
cel | Pid y,cl Í Fd) ea € T(r) 
a A 
TEREC., ) 的 三 角 不 等 式 有 


"358+ 


cl | Fd, MLAD <E + ace | Fedu MLAJ) 
A A 
o> :可 得 
『 、 
ecel l, Fedt MLA) SZE 


HAC A, Mr eC Tr) 的 任意 性 知 有 
sup sup 全 (cd J py MCAD 


eT AG ALE) 
HEC2) 成 立 , “(1) 二 (2)” 得 证 
“(D= 为 显然 . 
“=D 7201) 成 立 , 对 任意 的 sf 全 TT,rE To) iz 
ADSD 中 的 证 明 方 法 有 | 
ALU, ELES AJ) 
= sup Kie(x*, F) — a(x", ELF./A,]) | 


le” agi 


<4 sup sup If, (a(x*, Fe) 一 etx" » EL FJA, Ddy] 


jar” e - 


=4 sup sup] [e@’. Fi) — o(2*, Fl) dn 


Jr" | = A€ Ac 


<4 sup sup IRGO Fi) — ola", Fa de 


lz" | ty erie 





<4 sup sup lotr sd | Fy odyo 
A 


1 >* aa eta 


一 a(x" ,cl | Fae 
=4 sup ,acel | F„dp.cl | E dp > 0,6 ce 
a ] Ja 1 


ao ET tes 
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he“ C103)” HRS. | 
“DD 设 (3) Aa MESSY © > 0, FFE S 1, 
使 有 
sup A Fo, ELFLA D Lea ETO) 


任 取 z,a E Toa) Em S.A oS mem, FER 
C, O 的 三 角 不 等 式 和 定理 5. 4.1 有 


sca | Fanel | Fd 

Q [+] 

<a | Fedy,cl | EC, /A dn) 
a a 


+ gial | Fd scl I, ELF ,,/A, jay) 


fF, EF ar ADD + ACF ECP, A) ) < Ze 
Hee > 0 的 任意 性 和 PitX),6) 的 完备 性 知 (1) 成 立 ， 
DSD 得 证 . 定理 证 毕 . 

引 理 5.4.1 EP 1) Æ LLL 9X] Amart(1) 则 1 
对 任意 的 2 E T, Fanton > 1) 仍 是 LLX] 值 
Amart(1). 

证 明 容易 验证 (ForssA&onr,n = 1} PRL LOX] A 
MwA, cA eA nn > 1), MAREN SEA T Apra 
>) MW ECS Ap, > OT. AHER IY © > 9, 由 定理 5.4.2 知 存 
FERS 1A 

sup ul Fo ELF/A,]) Ler E TH) 
任 取 TT ET Am >r eh er S= eA TD V ko 


-360 - 


= (Ar V kroa E TH) ,rT 之 on 如同 引 理 5.3.5 的 
证 明 可 证 有 
Brut Pond ELF anc! Mean] 


< sup | late Fone) 


Je" tea 


— oz’ EL Fyre Apr Dle Ao 2 kdg 


= sup f loc" Fa) 


BERE ES 
— alr" ELE /A, D |Xenexmde 
< ALC. ELE, /A D <e 
H e> O 的 任意 性 得 欲 证 之 结论 ,证 毕 . 

EH 4.4.3 if X RNP HX Wa Fonal 是 
L}.[Q;X] 值 Amart(1), sup |F. || < e, BAH AE 
Pose (X) ,使 有 

lims(| F.de,H) = 0 
eT JA 
MEEF E Liw[Q;X] 便 有 (wD > F, ae, noo, 
证 明 先 假设 sup | 天 | EE LRR] e 45= £6. 





WHER HY AE SA, 由 定理 5. 4. 2 知 存在 MCAYE BCX), 
使 有 
limé¢ aF du, MLAD = 0 


ret 


WES AGA = V A,» fle > 0, 存在 了 € UA, 使 有 
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We AAB) < e xtA 


af Fidp| Fdw 一 5 


从 而 由 iC. O 的 三 角 不 等 式 和 定理 5. 4. 2 知 存在 MA) © 
Pr OD ,使 有 


imët! Pa = 0,A EA. 
rer A ， 


ip MCA) = | Fa € Ayr ET, 则 上 式 表 明 
limd(M,(A),M(A)) = 0,4 € A 

于 是 由 定理 5.4.2 AMER 5 4.1 Mole", MCAD) EU = 
z EX fet || 1) E -RRA o MCAD) 
知 ac MCAD) ZEA, 上 可 列 可 加 ,从 而 oa ,MCA)) EA 
上 可 列 可 加 ;已 知 M(Q) = 一 HE Pa(X), 又 

M(Q) = UMCA + M(A)),AE A 
ie MCA) © Pin (站) ALA MC BA ERP, ©) (A A 
TREMO 是 有 界 变 差 ( 定 关 6.1.4) WOM EEA 
6. 3.1) 为 显然 . A X A RNP AX’ Of 4), AeA ERS. 4.4 BD 
HITE F E Liw[Q;] 使 有 

MCA) = | Fap, ACA 


对 于 任 给 的 z”E OX. 
supk |aCr? EO] <= |la* | > supé i] F, || < 2 























且 


Eo(x* F.) = a(x" | F.dp) > olz’, H) 
a 
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Role Fy n 1) ALL) 有 界 的 实 值 Amart, 由 实 值 


Amart ASE aE BD Jair oa: * Fale. 存在 ,又 因为 


| alr" Bods = o(a* (AD) 
A 


一 GCT MCA) = [our PoadpACA 


因而 有 
lmotr’ ,FY =- 人 


AL 


其 中 的 例外 集 与 二 有关, 因为 sup || Fi oc aes Hav’ 
Sh AT TERT WSR N, EA 
him 2" FO = or Fw E ON, r C X* 
Bow) F, > Fae, RE l 
MP PATE ep A ed 
p= inha ce 1, j FE || > khing = oo 


uy 


WoE T, BES. 4.1 Penn Agnes 1) 仍 是 Ly[Q;X] 


{E Amart(1) ,这 时 有 
i] Pace i = i F, | Xeorint +- i F, li Keen’ 
= k+ Il Fp | Yeza rt = 1 


由 此 知 sup | Ppa.) Sk + PF, Wl Xeo E LORI HER 


已 证 之 结论 知 存在 CO C Lual] 使 有 
(we) Fyn, > On oe 


由 此 知 在 (sup || F, <D LA DF, + Chace. n = oo. 
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A, = {sup || Fa i <1) 


A = {k-~1< sup || Ai Shk 2 2 


则 DIAL = Qa. e. HHS F = 1G Ya BMF PX) 值 随机 
k=1 #=1 
Cu Fr, — Fale, y3 — OO 
为 显然 , 旦 由 Fatou 引 理 有 


EJF} =f sup olx, F)dy 


lz" igl 


=| lim inf sup «(2° ,Fag 


Q e rl 
= { lim inf | Pian sup || F, ll < 


BF E Lal X] RE. 
M541 HES (Feel) Æ LOX] 值 适应 列 ， 
称 F BAe Amare, BATE BOE Pay X EA 
lime(z* ,cl | Fd = olr, B), z' © X* 
rer [+] 


Be LLR, X] 值 Amart(1) HÆ LRR; X]Ñ Ce) Amart, {H 
其 逆 不 成 立 . 
定理 5.4.4 Pin > 1) LOX] {É Ce) Amart 
supE | Fy < co. 车 存在 Pww(X) 值 随机 集 C WEA Fa CG, 
ave. noel AEP CLL[O;X ] ik, > Fae. n 


oO 
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ERR EX Mie’ OF) nl) 是 实 
EL AAAI KK 
lim (okz Fi de. Cx") 
存在 ; 设 D" EX? 关于 Mackey 拓扑 的 可 列 稠 集 : 于 是 存在 可 
REN 使 有 
imele’ ,F,) 存在 ,x* © D* 





F,CGEP,,(X},w € AN 
从 而 由 引 理 4. 5.3 AEE FOE Pua Xa e ;使 有 
Cw) F, + Fyale, ae co 
对 任 给 的 xX" E Xt, BAe’. P) 是 可 调 函 获 , 记 =D" 
NU' ,其 中 = {2° € ,| x" QI). FER x 
E XK RE 
diz, F) = sup TI rr qr) 


知 dc, F) JT AR g a A F ER, im EEEH 
5.4.3 AQUEAA DIE EW || < oc. F E Lal X] EME 
毕 ， 


$5.5 FAA Pea ARH] Banach 空间 的 元 何 特征 


自 本 世纪 60 年代 Rieffel 等 人 的 开创 性 工作 以 来 ,向 量 值 
PRS BR PP SI AJRA BASE Banach 空间 几何 结构 与 分 析 结 
构 的 强 有 力 的 工具 之 一 . 例如 Banach 空间 的 可 外 性 及 
Radon-Nikodym 尾 质 (RNP) 的 款 刻 划 , 经 典 的 Choaquet 型 定 
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理 的 著 证 明 ,Banach 25 fal ry E BERE Ag BI Sp APERO HT BR Z 
划 以 及 Asplaud 算 子 ,Radon-Nikodym 息 子 的 渐 近 靳 特征 等 . 
显示 了 Banach 空间 上 的 概率 论 与 其 几何 结构 间 的 深刻 的 内 
在 联系 . 本 节 的 目的 是 用 集 值 鞭 型 序列 间 的 相互 关系 及 其 收 
化 性 给 出 Banach 空间 某 些 性 质 的 概率 特征 . 
E551 BP 是 一 定向 集 , 1 4 A tE D CPX), 
记 
stim inf A, = ict Xfi x, € Ast C DAP ACS, 
= r E D 
w-lim supA, = {x € X FE D MSR FSR D Al z 


E€ Aot E DPA wa, > r,t E Dy} 
s- lim infA, T w- lim supa, HRR 车 有 
s- lim infA, = AÁ = w- lim supa, 
WEA t E D) #E Kuratowski-Mosco 意义 下 收 策 于 4 , 记 作 
(K. M)A,— A © DRK. M) lima, = A 
引 理 5.5.1 R DÆ- Hh. Ast € DIC 
P(X) 是 单调 递减 的 ( 即 对 仔 给 的 所 ,GE DAA Se, MM An 
D A2) WMA 
(1) s- lim inf = A, ; 
D D 
(2) 车 A =D, RCK MA, > pA. 
证 明 (D DA Cs lim int, 为 显然 ;下 证 反 惫 包含 关 


系 也 成立 ,不 妨 没 +- lim inlA, oO ARB 2 Cs lim intA, , 易 知 
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Himd (x, AD = 0,850 & 0) Ae WAP FE te © DG d (7, Ap) 
> pjd Ad. E D? EREM Alimdie,. A) > 0;, 这 
就 有 了 矛盾 ,内 而 XE OA. Bye ©» lim inf4 的 任意 性 知 
s- lim inf A, Z NA ,结论 51) 得 证 ， 
(D E NAZ 艺 ,由 上 述 已 证 的 (1) A 
_ w- lim supa, = f 
对 任 给 的 > E w 一 im supl, AEP RETE D, Rx E 
Ars FEAT 
(we, =z, tE Dy 
[Ay Banach = fa] A A Sa BY aA. © D} 的 单 
调 性 知 和 1) A, BO 
| w- lim sup, COA 
于 是 由 上 述 已 证 之 结论 (1) 知 
(KMA S> QAE D 
结论 (2) 得 证 ; 引 理 证 毕 ， | 
定义 5.5.2 设 F 一 {sn 之 1) 是 成 [Q;X] 值 适应 列 ， 
FTE B E P(X) AK Md | Fdp B, 则 称 王 是 集 
fi (K.M)Amart.Li[Q;X] H- Amat) 是 集 值 
CK. MyAmart 34 i oe, l 
5138 5.5.2 J&F = [Fen 21) Æ Ll; X] ÉE 

NF ERA LYCRA EMERM oor eT Eosen 
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| Fax | Fa 
qd a 
WEAR“ AEE”? Ee OX" {olr Pn eit E 
EEH. Ak pa ae HE 2. 3.9 FS (ELE BRED PF be EA 
atx | Pda) 
= | ox" dpe > | a(x Foody 
如 a 


= o(2", | Pidp) t” € x 
g 




















又 出 引 理 4.5.10 知 | Pde E P(X) ,rE 了 , 故 由 分 离 定理 
知 


f Fadr D | Far 


“充分 性 ” FEB mn > 1 MAC AS 


Mee T, < m AW 
| Fat | Fdp={ Fady D| Fade 
“tA A Q w 
=f F dp +f F dj 
A at 
从 而 有 
| Pdu2| Fedr, AEA, 
A A 


HA A; 的 任意 性 知 
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E F I/A JO Fae op mm > neil 

fe F eSB E gA. . 

定理 5.5.1 设立 是 可 分 Banach 空间 , 则 下 述 等 价 : 

(DX AR: 

(2) 任 -- LLO: X] fhi REEK. M) Amart. 

证 明 “(1) > D” AX BAR BLOX). 设 
(Fon 1) Æ MGX] BR A BBS. 5. 2 AG | BBA. 5. 10 
A 





| Fanc | Fdu S| Pde € PutX) 
aE Tr Ta) 
HAN = (1.2.0) ÆT WER FS. re 
Af Far=N| Far# g 
reg n- IIR | 
于 是 由 引 理 5.5. 1 知 
x.Ma| F.du= | F.dpe— nf Fady 
[+] q fers OQ 


ELF D1) 是 (K. M)Amart,“(1)>(2)” RE. 

“(2) 地 (1)” 设 42) 成 立 , 为 证 (1) , 仅 需 证 明生 中 的 任 一 
递减 的 非 空 闭 凸 集 列 有 非 空 的 交 . 任 取道 减 集 列 {4,,x 1) 
C Pip (XS 


Fit = Ags we 0,A, = aC A, tAn) it = i 
WF = (Fp Aon 21) BAE L9] EEN. H 


cl | Fd =| Fip = An 1 
a a i 
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Hy (2) AF CK. MYAmart, 故 存在 BE Py,(X), 使 有 


tK. Mcl | Fadu — B 
vu 
从 而 由 引 理 5. 5. 1 AT 


NA, = Na | Fadu= Nd | Fadu 
age] ret] 身 eg M a f 
= s lim infel | Fdu= BAS 

a 


由 Ann 221) 7 PaO 的 任意 性 知 C1? Or >" 得 
HE. GE. 

“FPR EE OS. 5.2 和 定理 5.5.3 中 的" 任 一 LiLQ:Xj 值 
(K.M)Amart” $ “4E — LAQX] E A”, WK OL 
(K. MòAmart AREH. RRRS O, A, 和 入 的 子 
5 ARROA Ann = 1) 也 是 任意 的 . 

定理 5.5.2 RAX PAIC AREON, I FE 
等 价 ， 

(1) X EA RHAH 

(2) fE — LAQX] fÈ (K. M)Amart 必 是 集 值 
Amart (1). 

证 明 ”如 同 定 理 1.5.25 pC 02>” A9 EBA GE 
“DS” RE 

“《2) 过 (1)” 可 反 证 之 ; 设 (2) RENA 是 无 限 维 的 , 则 存 
EX PHRA cm 1) ,使 有 上 zx = 1.81 B lle, 
| > lem en Pla 1) 有 和 界 , 而 关 不 会 与 上 线性 同 
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是 的 子 空间 , 故 由 Rosenthal ERA t.n 2 1) A HY Cauchy F 
Fi tak 2 1. 今 

ya = Ba — Bak l 
BRA (wy, > 0. iy, || > ln el eM 

A, = (ay, O E @5173.F Ga) = Aw E O,n 1 
则 六 AHA Cer) = A, PL CX) ow E Qn Se 1 S| 
理 4. 5. low Pade 是 财 的 , 今 A = oA, An) ,可 以 证 明 
(EnA n> 1) ERK. MIAmart, 对 任 取 的 x” EX" 
—j <r, y, > | Sole". Ay) 

= | <a'. y, > le el 
EA wy, > Orn oo», AA limace A) 二 0. 于 是 对 任 给 
He > 0, fin. 1, lia ola’ A enn. 从 而 对 于 任 
意 的 z ETO BA 


alr’? | Fede) =a", SY. Pode) 
nen, tH) 


= Xal at = WDA) 


nes, 
ERG 


= Sat sA HLT = ne 
He > 0 的 任意 性 知 
limet" sel f Fd) = 0,7" EX 
T a 
如 同 引 理 4.3.1 的 证 明 可 证 有 


w- lim supel | Fadu {0} 
F Ja 
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而 另 -一 方面 , 因 0 CA. 2 > 1; 所 以 有 
dE $ ace = nA, — | Fd ET 
故 {0} C s- lim infol | Fd es ey HMI 
(K. Mel | zz 一 {0} E PR) 


BUF. 2 21) EREK. M)Amart, (Ph {Fr # 这 11 的 定义 
BAA 


ad. Fada, {0) >11, 21 


WN 二 {1,2,-…} ET SRE Re AR 


lim supé(cl | Fax {0}) 21 
T o 


这 表明 1F,, > > 1) 不 是 集 值 Amart(1) ,与 (2) FIR. BRL X 
是 有 限 维 的 ,“(2) 二 (1)” 得 证 ,定理 证 毕 . 

定理 5.5.3 设立 为 可 分 的 Banach 空间 , 则 下 述 等 价 ， 

C1) X 是 有 限 维 的 ; 

(2) (£-- LLQ; X] fi-a T BLAZE Hausdorff BEBE a. e. 
KAF Li LO. x] 中 某 一 元 ; 

3) 任 一 区 LS] (8 — Be HB PY Kuratowski-Mosco 
意义 下 ae. HOF LL LO; xX] 中 某 一 元 ， 

证 明 “(1)=>(2)” 由 定理 4. 3.10 即 得 , “(2) 过 (3)” 为 
显然 

“(D= OD)" REZ. 1G) 成 立 ; 若 (1) 不 成 立 ;X 是 无 限 
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维 的 ,可 分 下 述 两 种 情形 讨论 : 

(a) 设 总 不 具有 RNP, 由 商量 值 蒜 的 理论 , 知 存在 向 基 逢 
BP AL A SLi lAl 2B li WRAL, aS 
1) 并 不 a.e. Mu. OF, = f 1K AL 2S 1} 
是 一 致 可 积 的 LLCO; XJ ABR. A FARRE. CK. M) 下 
SEX Ag GRR ae. LAP 1} 不 可 能 a.e. (K.M) 
KAFEGA] C LGX] 中 的 某 一 元 ,这 就 有 了 矛盾 ,所 
LAX RAREN. 

Cb) 设 X 具 有 RNP, 若 外 是 无 限 维 的 ;那么 可 以 构造 (， 
A.) 上 的 有 界 变 差 的 + 连续 的 紧 凸 集 值 测度 MA 
Pi(X), 使 得 M 关于 的 Radon-Nikodym 导数 他 € Ll[Q; 
XJ ETEen > 1) Æ FAR A TWA E a 
Taon 1. SA, = o) ZA m TKR To RRR RA, = 
aU Aa). 定义 





F, = 之 MO yan el 





IAY 
MiP Aw. 1} Æ LLX] (ge. BA 
MCA) = | Fydp,A€ A, (5.5.1) 


类 似 于 向 量 什 情形 , 由 集 值 测度 理论 ( 见 第 六 章 ) 可 证 1F,,n， 
n= lp 是 一 致 可 积 的 ,从 而 由 (3) 的 假设 知 存 在 E LLS; 
xL EA 

CK. MOF, Fa,e, ne oo 


现在 要 证 明 ， 

maci FdH, A C A, €5.5. 2) 
FLER nS 1 RAC ALR © MCAD. AGS. 5.1) 知 存在 
fo © SEA) ,使 得 z 一 | Sadu RERA 3.1 知 对 任 给 的 s< 


0, 存 在 --. 致 可 积 的 向 量 值 款 1g * 宇 了 ,使 有 Ef 一 g,1 
<e 由 于 多 具有 RNP, 故 存在 g E LQ, AX ER 

“Ele/A,J=g,4.¢.l@,—g|| 0ae., 。 
Be € Sh. FRA 


Iz= | adel = If fae] adel 
<| I A-elda<e 
由 e > O MERTEM 2 € | Fadu MTH 
MAC] Fae AG Annal (5.5.3) 
对 于 任意 的 和 4 € A= 0 UA) AE EYE || <o mM 
“连续 的 , 故 对 任 给 的 = > 0, 存 在 B E UA,, 使 有 
| PTean< elMI(AAB) <e 


其 中 M) 表示 集 值 测度 M 的 变 差 ( 见 定义 5.1.4), 但 由 于 
(MCA), M(B?) 
= (M (ANB) + M(A [ BY, M(B\A) + MCAT) B)) 
= &(M(A\B),M(B\A)) | 
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由 此 知 MCA) C M(B) + S(0.2) 类 伏地 可 证 有 
| Fd | Fadr + 500,8) 
E A 


从 而 由 (5.5. 3) 可 得 
MCA) C M(B) + SO,e) 


cÍ Fda + 50,0) 

r l 

cÍ Fdp + 50,8) 
A 


由 s > 0 的 任意 性 知 MC4) C | Fda 成 立 ,(5. 5. 2) 得 证 . 
现 福 出 定理 6.4. 3 AFE G E LLR; XLA 
M(A) =el I, Gdp, AEA, 


于 是 有 lf Gauc] Fam AE Ac 
{Hh FF € LLOQ; X] CLILQ;X], Ree ee 2. 3.16 IG CF 


ae 因而 有 9 一 GE LIGAJ Rata TIA UX 是 有 
限 维 的 . 综合 (a) (b> 即 知 (1) 成 立 ,*(3) 一 (1)” 得 证 . 定理 证 
HE, 

作为 本 节 的 结束 ,可 以 所 出 一 个 值得 进一步 探讨 的 问题 
— 超 空间 的 几何 结构 . ATES MIME OBA TR 
深 人 的 结果 (4 1. 3)， 但 超 空间 上 也 存在 养 某 种 半 线 性 结构 
C$ be 2), 因 而 还 可 以 讨论 超 空间 的 几何 结构 ,例如 可 以 引信 
下 述 定义 . 
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SEM 5.5.2 称 超 宝 间 Pi(X) 上 的 有 界 子 集 C 二 P(X) 
Æ n] MAY (dentable), ARES A © > 0, 存在 和 4EC 及 正 整 数 
& ,使 得 对 于 任意 的 14 4 OC. AJ CR H 


SUA = 1,0(A, 4) > el Sica 
i=] 


5 OCA, SAA) >. 

进步 ,能 不 能 通过 集 值 著 型 序列 来 研究 超 空 间 的 各 种 
几何 和 性质? 例如 有 问题 ， 

定理 5. 4. 3 的 随 个 等 价 命题 是 否 还 等 价 于 

OPO 中 的 任 :一 有 界 子 集 是 可 句 的 ? 

艾 如 由 第 一 章 的 定理 1.2.13 知 ,存在 Banach fay X RK 
AS DE iy a HURT TB, X) > Xf OP XD) A X EATS 
锥 ,自然 要 问 : 超 空间 P(X) A Banach SRX, X GL BAL 
何 结 构 间 又 有 多 大 程度 的 相互 联系 ? 

诸如 此 类 的 一 系列 问题 均 有 待 于 进 -- 步 的 探索 
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第 六 章 “ 集 值 测度 与 集 值 转移 测度 
$6.1 集 值 测度 
首先 研究 超 空间 上 无 穷 级 数 的 性 质 . 
定义 6.1.1 an> OX. ApS) x ERR MR 
部 分 和 序列 { Yak > 1} 是 强 收 做 的 BD), 是 无 条 件 收 
伍 的 ,如 果 对 自然 数列 的 每 个 置换 rCn) ， D tuw REKAN. 


那么 我 们 就 称 zx, BIKAN HO S iz || < ce. 
awa] n=] 


P » AE RR TA E TC SR EM» m FC He EE A oR A 
DERA HHRH X AARE, ARTUR ASE 
dtr ay (Doretzky-Rogers 定理 )， 

引 理 6.1.1 iz 1) C X RAST: 


DX e BERPA, 
(2) (ER ARBAA TIN n Dz Wes 


(3) 尾 给 有 =t 1S D, S142, WR 
` n=] 


(4) 任 给 = > 0, PEERS n S 1,; 使 得 对 任意 满足 
l minii Eg) >n 
”的 自然 数 有 限 子 集 o, 忆 有 | Dal e 
reg 

O EEE IBA an > 1), > ar, i. 

证 明 LA MEWKL 126]. 

引 理 6.1.2 Banach 空间 XX 不 含 与 co 辐 构 的 子 空间 当 且 
仅 当 任 意 满足 > [Cat ze | < ooCY zx" EX) 的 级 数 是 无 

a=1 . 

条 件 收 化 的 

引 理 6. 1. 3 《Orlicz-Pettis 定理 ) RUMAH (x. S 1) 


(XS) n ABT BY BLL EE ARC 
PV), Shy ECA. 
WA W, Diestel[ 30]. 


定义 6.12 iA Sl} 入 P,(X), 定 义 集 什 元 穷 级 数 
AA: 


DA, = (2 © 区 存在 me AGS DAD a ER 
RA c= x, 
ED IA < oo SEK DA, a HERA 2, 


E AGED, Dye FAC WEES) A, FAFA 
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”容易 证 明和 集 值 无 穷 级 数 的 下 列 基本 性 质 ， 
(LD) 43d, A.) < 00, >) A, 非 空 
a=1 a=] 


(D HEM n > 1,4。 是 凸 的 , 则 > A BE: 


OPNA Mahia. SIA, BER A, 
n=] n=1 a=] 
为 非 空 有 界 集 ， 
W BIA, RRRS D A, Ee 


定理 6.11 An S 1) CRUD, DAL 非 空 , 则 对 
Eere XSA, DAD = Dou +A). 

证 明 WT DAA DRL, E An > 1), fet 
使 得 < = La FMW. & B. = A, 一 a., 则 0 E BG > 


DAB = ŠA, 一 a 而 因为 
™ ola" B) = a(x" A) —< x" ,a, > 
BUN BEH 
ar DB) = Spota" By) (6. 1.1) 


BAR (lx Bn > 1} Role’, DB) WAR. 任 给 x E 
a=] 


DETI EEE 


六 已 ,存在 二 < 及, 使 得 一 六 =,( 无 条 件 收 伍 ), 于 是 知 


< 了 一 Ser 10, >E Soe sB.) 


#=1 ae] 


€6.1. 2) 
所 以 有 
alx’ IBD < < Mote B.) (6.1.3) 


= 
Eol, STB.) =+ co, 则 (6.1.1) BRE Bito’, ABD) 
olr? Bp) oo (n = 1) 
BERET. MOF FE zn? = 1} (一 B, $49 
< 了 co) 


由 于 任 给 之 1:0 €E B Rae iS 1,x € SSB. 


az] 


a(x", YB) 一 十 cm 


az] 


FA REA olr :B,)<+ a. HTAR ENES 
+ 
0,6, € B,, 使 得 
< 1b, > a(x" ,B,y — 2" € (6.4. 4) 


m= Db lm. :1), Mz, E XB m> D.H 


nm] 


oat, BO DE? yta > 
asl 
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> Djol) - e (6.1.5) 
mcs] 
出 6 > 0 的 任意 性 证 知 
Bo > Laa, (6.1.6) 


综 定 (6. 1. 3)— (6.1.6) 即 证 (f. 1. D 成 立 ， 
定理 6.1.2 RREH c 同 构 的 子 空间 (或 者 是 呢 序 


列 完备 的 ). WRA nS 1} CPX), ad 为 非 空 有 界 
HSA, Ekiti. 
证 明 首先 假 度 站 不 含 与 ce 同 构 的 子 空间 . 现在 我 们 候 
设 存在 zx, € A. EB Ye, TERA FHAA. 则 依 引 理 
6.1.2 存在 zo € X* ,使 得 
Sr> | =+ co 
RB <i > > 0 eS DCM RAT AMA). 
HDA. 咏 , 所 以 存在 无 条 件 的 收 俩 列 fy,n 1) ,使得 
y, EAS 1) ,从 而 可 以 证 明 SS | <a > | < cs. FE 
K> 0, BEEK N, 使 得 : 
> <2" ,Ts SSK + Yi <at> | 61. 7) 
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a 


Ups be N 
Z = 


ye >N 
WW) e RA. Ae = D2, E 2 A 但 依 (6. 1.7) 可 得 
a=] 7 ke l n=] ` 
| Zai Dan > | = |S} arin > | 
=1 n=l 


Lage, >m | >) Arn > | 
n=Nt1 


2D 
= 


N 
N 
SS < af 2, > Xi cL F Yn > | (6.1.8) 


因此 | > |S bag 目下 ,从 而 
| 5a. > Wag Pte kK 
55A HRT 
4X PRISM EFE +z, E 4.(n 之 DARD a 


不 是 无 条 件 收敛 的 , 则 依 引 理 6. 13 ma 不 是 弱 无 条 件 
Cauchy 列 , 从 而 存在 zx EX" ,使 

Sli caia > | = +00 
Mare. ” 
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定理 613 Bla. Si} CPX), A, 为 有 界 集 (2 之 
1), 则 下 列 命 题 等 价 ; 


G > A, BRR 
(2) 2 cA, Ese A: 


(3) JE ARR Fl fn}, falc DAD. k=) fk 


Hausdorff JE Bee a. 
WA “CU > (2) FER, E clA ne 1), We», © Aye 


得 | zx 一 加 | 二 2-… 由 于 > y 无条件 收 伍 , 依 引 理 6.1. 1 吻 


证 > z ERKA 因此 > el4， 无 条 件 收敛 
DSD” 用 反 证 法 , 假定 存在 子 列 ta}， 使 得 


{elt DjclAy) 2k = 1) 不 依 Hausdorff BAKA. 即 它 不 是 


i=] 


ParX A 中 的 Cauchy 列 . FERA £> 0, 人) 的 增 子 列 
Trapt 及 正 辖 数列 (8(7) 7S 1} bs TRE nigen > eee i= 
1), 使 得 任 给 7 1A 


ap 


lS) Aut | > € (6.1.9) 


m=] 
BR {Fait 9 Caen PEET, 1 Ll 4m € Augen Lm <= 
AG) ) ,使 得 

AG? 


[| direc | > (6. 1. 10) 
m=1 ` 
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考虑 如 下 定义 的 序列 {yn Ls 


aur ka ni ams je :mk Oi) 
yr = . , (6.1.11) 
Xatm K= Nma Imk) 


HE a E AE 1 和 任 取 ; 则 3 E lA, (n 3> DEN y, Aste: 
XRF RAD HB. 
“D>” FRG REE x, € A> 1)， uN, 


AB ERRAR. AR S| 6 1.104) RL Ee > 0， RE 
SH PRP RR oon 1) ,使 得 
Ja = MAX {Zi © Tp) KS Pay, = MINGE © 9,44) 


(6.1.12) 


| Sa >e @ Sp 
iE sn 


令 = Üo M a A ARRUNTA. 考虑 集 值 序列 
1eLa i E oe 由 于 任 给 之 1, 有 
| elc S}clA,) || = || Sai || >e (6.1.13) 
ʻE om 


im 
k 
Heicl( eLA), k E a) 不 是 (Pur(X) 20 中 Cauchy 列 ,这 与 (3 
i=ġ} 
FH. 
推论 6.1.1 BLA > 1) CPX) AGS 1) 为 有 界 


集 ,车 了 4, 无 条 件 收 敏 , 则 ct( AD = el SA. H 
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Se TT ee A ee 


k Ea 
(Hel S cA > CD) ACR ce) (6.1.14) 
a=] we] 


证 明 cl( STA) = cl( D1cla,) 是 显然 的 . 下 证 后 一 结 
al n=1 


论 成 立 - 由 定理 6.1.3 及 (Psr(X),0) 的 完备 性 可 知 存在 和 4 E 
P(X) ,使 得 


k 
CB DI clA,) — A (k — co) (6.1.15) 


n=] 


由 于 任 给 x € DA HEr E A bE jz Dz, | = 
n=1 a=1 
0.M Dz, E edi È elap Sl) Mx € 4, 因 此 有 
a=] n=] 


clC> 4 CA 《6-1. 16) 
a=] 
假设 存在 & > 0 RTA Ai > 1} ERE ES 1, 有 
ki os 
Ecele >) cl A,) :ct >) A,)) > 名 (6.1.17) 


n=l] a=1 


fa (5. 1.15). (5.1.16) 知 存 在 K > 0.08 > K 时 ,有 


k w 
Sch A CO AD) < er (6.1.18) 


a=] a=] 


Ra, € An > DF Da, TAPK: HFE K: > 0,48 


fk > 天 :时 ,| Dal <$ R 
n=k 
K = max(K,,K;,) 
由 (6. 1.17), (6. 1.18) WFE io Ek, >K, H 
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& 


GS eLA D cl S$) A) > eo (6. 1.19) 


a=l a=l 


因此 存在 rz.E A, Sn E k D HB Dad CS) > 
n=] 


a=] 


En. > 


Xas l = nx ki 
Ya = (6. |. 20) 
lati > ky 


Wy, € A0 S D, D1 y, ERIKA Sy, € KYA). 
nxn—1 m=] ntl 


AY) yol D1 A)) 
a=1 n=l 


Ba ea = 
=d rn t >} a.clO >) A.) 
aT] n=1 


nl 
Ki a 
dO al 
a=] naa HI 
Fa 
a: 


MDE SAn FA AEG 1.14) 成 立 . 
a=] n=! 
定理 6.1.4 HELA, A} CPX) 


fia È 
cot >) A,) = el( >) coA,) 


n=1 #=1 
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Ë 
= cl( È} coA,) (6.1.21) 


n=] 


WEAR SAREH y ~ 2 情形 , 即 对 于 4,4: E PROA 
eof4 + A.) = el(coA, + coA,) 

o = el(eoA, + coA,) (6. 1. 22) 
显然 ro(4 + A) T elles, + coA,). {E x E cod, + coA,, 
存在 x E cod 2, © cod, fH x= 2, + 2;,,Ric,1Si< 
ki) CA {ay l Sik} CA, > 


4 Ay 
O15 jk), DAS L De, 一 1, 使 得 
i=1 j=1 


ay ky 
T, = > AZ T; = D tz 
7=1 了 一 | 


一 > Aw au 十 an E old + Ay) 


i=] j=1 
因此 知 
clfeodi + cod) Cc col, + A) 
即 证 46. 1.22) 式 第 一 个 等 式 成 立 ; 而 第 二 个 等 式 是 显然 的 . 
定理 6.1.5 BHA nei} CP,(X),A4, 有 界 (x 守 1). 如 





BDA, 无 条 件 收敛 , 则 > TA, WERKA, E 
wD A) = Ac) coA,) (6. 1. 23) 
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证 明 ”首先 证 明 > 554, RAR MEU. 任 给 自然 数 增 子 
列 (ms) ,考虑 序列 {dC > GGA.) sk 1). AF DA, 无条件 收 


(d 
BMI D elan) 4 1} HPX) ,4) H Cauchy Fi. 任 给 & 
i=] 
= 1, 由 定理 6. 1. 4 知 
ite — t+ 
eJ} coA,) = tol X lAa) 
1=k isk 
因此 
tte _ ete 
Hele >} oA) | = | cot Sicha, I 
Sk isk 


ate 
= || cl(S}cl¢ A,» || (6. 1. 24) 
ixk 


Hit MH cl >) CoA, »k > 1} thy Cauchy 列 ,从 而 按照 定理 6.1.3 


ATMS) coA, 无 条 件 收 化 
n=1 
下 面 证 明 (6. 1.23) 成 立 . Ha SA, om 5 zA., Ti S. 
cod, 为 西 集 , 故 有 
doc S? A.) cay coA,) (6. 1. 25) 
Bre 5 CoA, FETE z, € coA, (1 > 1), ihr = Dnk 
KIKS RAEM a € Al 3 1 使 = Da, 无 条 件 收 
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Rn. 令 
y= Sat MahkEy 


n=l 4 二 此 十 1 
M lyel < | Sai tl elo 但 
eek 1 


WEM 6. 1. 4, JERAS] 
aE >) A, 4a SAD 


a=ht. 


Teol $3 4) $Y AY CEAD 


a= kd 
HRA x E cat SSA ,从 而 知 


al A) C wot STA,) (6. 1. 26) 
H6. 1. 253.6. 1. 20 知 (6 1.23) 成 立 . 

[ 注 ] 事实 上 (6.1.23) ERA EREDA, + D 
(A, n= 1) C P(X) 均 成 立 . ™ 

引 理 6.1.4 {A on 1} CPX), ACG PtX), 若 
对 于 任 给 z- © X imal" ,4) = oz" AD ACU AD U A 
是 弱 紧 的 . 

ER ad TH NU 109°} 为 六 的 加 一 点 紧 化 拓扑 CY 为 
EAE MT 为 紧 的 . 考虑 一 个 集 值 栈 射 Fi :7 一 
P(X), Wee EE 1. 6. 12, EE 1.6.13 可 证 WE 是 弱 紧 
的 ,从 而 引 理 得 证 . 
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pp i ee Te E A E 


定理 看 1.6 {Aon = 1} C PX. MFRS 


(D274, 无 条 件 收敛 ; 


(2) FER ARB En) > Au € Po (XD 
(3) FES BR BOTA ln} ,存在 4E Pu X). 使 得 任 给 


bo 


xz" E X*,# o(2*,A) = Sele", A,). 


证 明 CO“ C1) => C2)" (098 HE AA STA, E€ P(X). BR 
Di An 是 凸 的 ,由 定理 6.1. 3 知 2 4 有 界 , 下 面 证 明之 4, 是 
闭 的 . Wink > 1 DIA, (> 2h o0), B ta E 


Ann 21) (BID) te = 21). ST =N U (0c) 为 正 整 


s=] 


BEIEN 的 加 一 点 紧 化 , 记 HA RAGA FG Th SB], HP AG 
E TD RRA HF A. = {rk 1} 取 范 数 拓扑 , 则 LA 为 
紧 拓 扑 空 间 . ic 
= (Las Eas Sys Ey yk a 1 
Wage 2 1) C LA. & 
A= (Mirae Yas) 
为 tax 之 1} HERR: M y= r BEB loy 为 {zu 
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b> 1) CA, 的 弱 聚 点 . 由 于 》14, ERRA HOS Sy 是 无 
a=] a=l 
条 件 收 化 的 ,所 以 可 得 = 二 DI». E€ Da Aw 因此 >74。 是 闭 


的 . 最 后 证 明 DIA, E Pow(X), 任 给 x' CX Ra, E A tE 
a=] 
<n" 4a, >= o(2",A,) (nS 1) 


x= SY) RAMI Mr E 六 4, 且 由 定理 6.1. 1 知 


m=] 


a(x" TAD = Stor" Ay) 


= 5 TT 
a= 
=< a" ,2 > 
PULA >) A, EBEK. 


R=} 


KDS ER BRITI n) A = DAE 
P(X) ,由 定理 6.1,1 即 得 
ota" A) = Dal Ana E X*) 
“(3)=>(1)” 也 引 理 6.1. 3 知 , 仅 需 证 明 任 给 = € A01), 
' a 
对 于 任意 的 自然 数 增 子 列 {z)， (Doruk = 1} ERKA H. 


任 给 xz”E€ X* ,由 于 
一 ale x Ai) << x" hy SS atx" +n) 
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| <lx",2, > l 
S max(|o(— 2*,A,)|,|aCr",A,) |) 
<= |o(— rt AnD | + lode" A, | (6.1.27) 


由 已 知 条 件 可 得 > )o(z' ,4.) 是 绝对 收敛 的 ,因此 
> | rr oY 2" © X") 
1 一 1 
(6. 1. 28) 
依 引 理 5.1.4 有 
CU Dp An) U CS) Aw) € PalX) 
=l j=] ial 


BCD] tak 1) PERKATI. 由 (6. 1, 28) BA Says 

rj iri 
k> 1} EPK. 

定 多 在 1.3 WA) H— BY MSS MA PO 为 
PERK, MO) = 0}. 

C) 称 衣 为 集 值 测度 ;如果 对 任意 不 交集 列 {A4,,n 之 1) 
CAL 

SIM(AD = MU A) 


(2) ORM 为 (6) 集 值 测度 ,如 果 MCA) E PKX), BOE 
意 林 交集 列 {4a 空 1) CALA l 


k 
(OC M(A,)) -= MCU A,) 
a=] 


x=] 
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(3) 称 M ARRENE, MRE A RIA, 之 
Li CA, REET CXF 


Sor" AD = a(x", >} A,) 
weed a=] 


BAUR FRERE: 

Q1) 4M 为 集 值 测度 , 则 对 是 有 限 可 加 的 

(2) 4M AC) 集 值 测度 , 则 好 在 下 述 意义 下 是 有 限 可 
加 的 :MCAU By = cl(MCA) + M(B), AN B= A,A, BE 
Ay 

(DSM 为 骑 集 值 测度 , 则 M AFRE UP AAR A Io 
的 ;col CA U B) =co(M(A) + M(B), AN B= Ø,A, BE 
A. 

设 ARENE, OAM 为 集 值 测度 空间 , 当 邓 
F Pioro (X) Peno XD ERR RAC CED 
集 值 测度 (相应 地 ,( 弱 ) 紧 ( 西 ) 集 值 测度 ) 

EX6 14 M.A P,CX) 为 集 值 测度 ,于 的 全 变 差 
|M|:A 一 Rt 定义 为 ; 

[M|CA) = sup >) MCAD. AEA 


其 中 表示 A4E AMA MARMASSE 4 MI <+ 
oc AY BRM AA EERE. BVO, X ERE REE 
集 值 测度 全 体 . 显然 ,有 界 变 差 集 值 测度 必 为 有 界 集 值 测度 ， 

CE] 对 (9) 集 值 测度 . 绊 集 值 测度 的 全 变 差 也 可 做 类 
侯 的 定义 . l 
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例 6.1.1 OA, 为 有 限 测度 空间 , 则 
MCA) = {H A), AEA 
为 集 值 测度 , Be REREAHU M 是 有 界 变 差 的 . 
车 r AERA TH. M 
MKA) = [0.AD] AE A 


为 有 界 变 差 集 值 测度 . 
例 6.1.2 Q9 = [0,1], A = B[0,1] $ 
M(A) = [10> 全 可 数 
\x, A 不 可 数 


WM 为 集 值 测度 ,但 不 是 有 界 变 差 的 . 
例 613 Wa: AX ARM. > 
M(Alim(B), BCA, BE AAG A 
UM ARE, AM BA RCE BA BR ABE 
的 . 
例 6.1.4 F EIQ,XJ, 今 
MA) = f Fade AEA 


HM 为 有 界 变 差 集 值 测度 . 

下 面 我 们 研究 各 种 集 值 测度 的 关系 . 

定理 6.1.7 设计 ;A 一 PolX) 为 集 值 测度 , 则 |M| 为 实 
值 非 负 广 义 测 度 ， 

证 明 “类似 于 向 基 测 度 的 证 明 ， 

定理 6.1.8 iM AMM. WM 为 弱 集 值 测度 . 特 
Bie HER ce” © Xtal" ,MC-)) A> RAS VE, A 
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M 有 界 变 差 时 ,otx* MOC) 也 是 有 界 变 差 的 . 

证 明 ”下 定理 6.1.1 知 好 为 戏 集 值 测度 , 从 而 任 给 = 
E X* ,a(2" MCO) 为 广义 测度 .如果 MI < co fE BO 
的 A- 可 测 有 限 划 分 {A Ci A, } ,我 们 有 

3 legr MADIS Ihe |, 5 I MCA» || 
| x* |] A 

所 以 o MO 是 有 界 变 差 的 . 

定理 6.1.9 若 MM:1A 一 PAX) WO RERE, TM 
AS RAM E. 

证明 … 由 支撑 函数 的 性 质 易 证 

定理 656.1 10 BM tA PX), ， 则 下 列 命题 等 价 ， 

DM 为 (8) 集 值 测度 ， 

(2) 任 给 不 交集 列 {4,,n S 1} CA, DMCA, 无 条 件 收 
wA 

MCU A,) = dX MA)). (6.1. 29) 

证 明 “DSD” 由 于 MM 为 (6) 集 值 测度 ,所 以 任 给 

HARAR FF ins}. {ol 2 MCAD) ,之 1) {k Hausdoff PER 


KAR M( 避 4.), 因 此 由 定理 6.1.3 知 > MCAD) 无 条 件 收 


Bh. 依 推论 6.1.1 即 证 56, 1.29) 成 立 . 
“D= FAR TERRES AMC) = (0). 任 给 不 交集 
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Bll (Aon 21) CA, BER SS MCA) 无 条 件 收 敏 , 故 由 推论 
6.1.1 4 
(DST M (A, )) — c IMA) = MÜA.) 

所 以 M 为 (6) 集 值 测度 . 

定理 6.1.11 BM: A~P, CN) 则 下 列 命题 等 价 ， 

(DM 为 集 值 测度 

COM 为 弱 集 值 测度 ; 

C3)M 为 (8) 集 值 测度 . 

证 明 “(1) 二 (2)” 由 定理 6. 1.8 即 得 . 

“(2)=>(3)" FES AERA, n Il CAST M AR 


RERAN HAES. 1. 6 TEADMA 无 条 件 收 


&, HIMA © P(X), MATER r’ E XX* ,olr*， 
n 一 上 人 . 


MCU AD) = Dola ,MC4.)), 故 由 定理 6.1.1 可 得 


#=1 


alz”, M( U4.)) 


=o, SDMA ¥ x" EX* (6.1.30) 
a=1 
因此 有 
MÜA) = S)MCA,) (6.1.3) 
= a=] 


由 定理 6.1.10 知 MM 为 (8) REWE. 
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“(3)=>(1)" 由 定理 6.1. 10, {EA AEA, on S 1} 
CAA 


MCG AD = el YS MCAD 
av] 


=l 


而 由 定理 6- 1. 3. 定理 6. 1.6 ig SYM CA.) © Pun (X) He 
a=] 


MUA) = > wan 
BD Af 为 集 值 测 度 , 

推论 612 TEM A+ PX) 为 有 界 变 差 集 值 测度 ， 
则 

(cHM (A) .coM (CA) #7 (6) 集 值 测度 ; 

(2) 车 MQ) 是 相对 弱 紧 的 , 则 coM 为 集 值 测度 ， 

证 明 CL RM BRB MESS ARCA, n 
> 1} CA, 2 MCAD 6 ST UR. 从 而 无 条 件 收 化. 由 定理 
6.1.3、 推 论 6.1.1、 定 理 6.1.5, 定 理 6.1.10 易 证 ciM .coM 均 
为 集 值 测度 ， 

(2) 由 (1) 知 coM 为 (3) SEAR BE, HF MQ) Hat E, 
故 易 知 coM (4) € Pue COC A E A). 由 定理 6.1.11 即 得 ， 

推论 613 GEM: A~P,.CX) HRN AS 
P(X) 为 一 集 值 函 数 . 若 N(A) CM(AMAC A) ANES 
限 可 加 的 , 则 六 为 集 值 测度 . 

证 明 EAR AR ER AL CA. AM AR 
度 , 故 
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IMC Ü AD | = eCS3MCAD 
n=#+4 =| 
on é 
+MCU A,). >) MCA, 
a= 1 r=1 


oo È 
= ôM (U AD, DMCA) = 0, $ —> oo 
n=] 


由 于 Nt U AD Cc MCU Ad) ; 故 知 
INCU ADI +0, hwo (6.1.32) 
A HF 有 限 可 加 ,我 们 有 
ANCU AD), DUNCGAD) 
加 
= 8D NA) + NCU ADs INGA) 
= INCU AY + 0.k > 0 
所 以 NN 为 (6) 集 值 测度 , 依 定理 6. 1.11 SN 为 集 值 测度 . 


$6.2 集 值 测度 的 西 性 定理 、 
选择 定理 与 表示 定理 


定义 6.2.1 RM:A— PX) ARAM. RAC A 
为 M AAETH, a MCA) + 10}; 日 任 给 BCA,BE 
A, HA M(B) = {10} RMCANB) = (0 两 者 之 一 成 立 . 如 果 
M SA CERT SE. MEM 是 非 原子 的 . 
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定理 6.2.1 SUTRA MM ACARM ARTE 
SAMY AA IM! 的 原子 集 . 

WERK BM | 的 定义 知 任 给 BE A MB) = 
{0} HERH M| = 0, 依 定义 知 定 理 成 立 . 

定理 6.2.2 RINE! 为 集 值 测度 ,如 果 对 于 任意 给 
REA cE X* oC" MEOD 为 非 原子 广义 测度 , 则 对 是非 厌 
子 的 . 

证 明 MEE RAC ABM PTR. AE 
os BC A, MCB) = (0) RE MAE) = {0}. 于 是 对 于 尾 
给 z* EX 有 oz MOBY) 一 0 或 者 clz MCAB) =0, 
TN A 也 是 zz MOD 的 原子 集 , 与 c(z MO AER TH . 
JB: 因此 M 是 非 原子 的 . 

下 面 的 例子 说 明定 理 5. 2.2 的 道 不 成 立 . 

例 6.2.1 OA HARMS oe 为 其 上 两 个 非 负 
ARR BE en SEARS Me 不 是 非 原子 的 . SRR ME 
M:A-—-P,(R) 

MCA) = [— 4 (A).4(A)],A EG A 
RM BARES. ARIK SIEM 是 非 原 子 的 ,但 显然 
o(— 1,M(A)) = mA) 却 不 是 非 原子 的 ， 

下 面 研究 集 值 测度 的 凸 性 . 称 满足 下 述 条件 的 可 测 集 族 
{ACe,.&-G),6=0,1,FSLIHAC AK —-TPLEAWS 
构 : 





ACO) U AQ =A 
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AiE Ee) U Ale Epel) = Aled. ue) 
(k= 1) 
At) NN AG) = A 
Alea, e,0) [| Atee a1) = OS (kD 1) 
定理 6 .2.3 (RIX ARNP,M:A+P,(X) 为 非 原子 
的 有 界 变 差 集 值 测度 EE A © A cM) 是 的 的 . 
证 明 SAR A = QWE. 由 定理 6.1.7 知 w= 二 |M| 
为 非 负 有 限 测度 ,由 定理 6. 2. 1 知 x 是 原子 的 . 因此 存在 全 的 
a -PEH Ane), 使 得 jCAlee,…e)) = 
2-*4(Q). 下 面 证 明 MO 是 目的 . 为 过 任 取 xr, E MQ) 
ROKi ATER lke 901A Si Ss) ER 
Hy Ceqr7 ra (ee) 如 下 : . 
x, (e+e) E MCAL ee)) 
2,(0) + zl) = 2, 
T(E EO) 一 leel) = x, Cee) 
Cj = 1,2) 
WE Ay WAC ee) > AE A RAL = ol), FEE A, 
上 的 有 限 可 加 向 量 测度 mi ,mx ,使 得 
m CACE =) = 2 (eg) CF J = 112.2 21) 
”由 于 任 给 4 E Ay, CA) || < CA), BELL m 是 有 界 变 差 
的 , 且 关 于 “绝对 连续 , 于 是 ml;mz FEA, = AD 上 有 堆 一 的 
扩张 , 仍 记 作 mom. dF X A RNP. RATE Sif, © LO 
x |, #8 
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m,CA) = | fdu Of 7 =1,2.A EA) (6.2.1) 


BRA BT XX X (EE pe RY BE On, > HR AG XK XP 
Hoh Be. 任 给 = > 0, Fn), = 00,0), 而 
(m,(Q) md) = Cr, .22), FETE AC A, 使 得 


ax, = MAD <> CH P= 1,2) (6.2.2) 


FHF A, = oC Ay) RE A, ne 1} CA BOA, AA) 0,68 
得 
|| #2;(A,) 一 m,CA) || + On oj = 1,2 
因此 不 妨 假定 4 E Ay FRAG 
m,(A) + m,(Q\A) E MCA) + MAAD = MOD 
且 . . 
| ax, + (1 — er — m, {A} — m, COVA) | 
[| aa, — mt, CA) |] + fl ez, — m,CA) i 
<I E 
于 是 知 ar + Ci — az, € dM. Aik tM 是 凸 的 . 
[ 注 1] MRX 是 有 限 维 的 ,那么 我 们 就 可 以 证 明 
(Arstein(1 DM(Q) ABB GH. 
[ 注 2] 事实 上 可 以 证 明 , 在 定理 假设 下 ,cl( UMAD) 
是 凸 的 . 
定义 6.2.2 HM: AP, CX) 为 集 值 测度 (C6) 集 值 测 
E. BRAE. BR] BCT He fey AE oe A > XM 的 一 个 
广义 选择 , 如 果 任 给 4 E A,m A E cM) 车 进一步 有 ， 
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m(A) E M(A)(A © A) WFR m 为 MM 的 选择 . 用 Sy 表示 OM 
的 选择 全 体 ， 

首先 介绍 暴露 点 与 强暴 露点 的 概念 . RK CX Pee K 
AK 的 一 个 暴露 点 , 如 果 存 在 x”E€ X*, MBER YE 
KN hA <x’ ,2>><2',9 >. PERRA Yan > 
1} OK, <2" ya, >< > 时; 必 有 lim | x, — x || = 
0, WR x AK 的 强暴 露点 . 称 上 述 定义 中 存在 的 zx" EXA 
工 的 暴露 沁 函 (或 者 强暴 露 泛 录 )-. 

引 理 6.2.1 0) 设 A,B,CEPAXN),C= A+B, HE 
Wiese MEA E Aw E B, Faut u pauo 作为 
ACB) 的 暴露 点 ,是 与 x 有 相同 的 暴露 渗 函 . 

(2) A,B,C E Pnl X), C =A B) rE CHC 
的 强暴 露点 , 则 必 存 在 唯一 的 (za 四 E AX Be = ut, 
wv) ACB) 的 强暴 露点 , 且 与 有 相同 的 强暴 露 泛 函 ， 

证 明 (DO ir’ 为 工 的 梭 露 泛 画 ,假设 2 不 是 4 的 以 二 
为 暴露 泛 函 的 暴露 点 , 则 存在 © dual 使 得 二 "aa 
Pedr ud. Sx =u +e CALB=CL <2’, 
> eae > KCC HRAT E Khe ABR 
点 . LRT GE oy B RRS. | 

C2) ar" E X? Ar ERRA, S a= alt, A), A 
= (r, B) Ren 1} CALERA RAS 1a 


<2" 44, >>a— 4 (6.2.3) 


由 于 之 为 C 的 强暴 露点 , 故 任 给 六 0, 存 在 8 > 0, 使 得 
任 给 y EC Ary D> a2 > OR Nz 一 yl < 
e Hin E€ D.ii 


Aar >> A È (6.2. 4) 
2 
Wn > A 
<La*,u, ty, >a + Ae (6.2.5) 
WE bee Chet Parte > ime S Sate 
lat mz <e (6.2. 6) 


AR on 1) 为 Cauchy 列 ,从 而 有 强 极限 N e =< 
ax ju >, ARETE E 已 ,使 得 
及 一 所 下 和 

H at B= o(a",C) WE er = a+ yu, Buty) 分 别 是 及 CB) 的 
强暴 露点 . 唯一 性 是 显然 的 . 

定理 6.2.4 BM: APOO 为 有 界 变 差 集 值 测度 ， 
Bi x Hy MQ) SEA WEE m E Su HEA (QD = we. 

证 明 ge EX Ar MRR. NFER AEC A, 
a i 

M(A) + MENA = M 

依 引 理 6.2.10) 知 任 给 AEA, PETE mA) © MIA) i 
mA) ¥y MCA) HA 为 暴露 泛 函 的 暴露 点 . 任 给 不 交集 列 


{fn 1} CA, 由 于 M AREE, tk SIMD 无 条 件 收 
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ES ee es ge ee + 


fe. | D3 mCA,) Se TORE AREA. (A me (AD € MCAD OR 
Ps oT 
< ris, Si mt A,) > 一 Slot »MCA,)) 


oer ,MI ÚAD 
= ri ml AD > 
n=1 


Batch Sm (AQ) = UAL)» BEL m 是 可 数 可 加 的 . 

引 理 6.2.2 设 M :A 一 PolX) 为 有 界 变 差 集 值 测度 ， 
则 存在 Q 的 可 测 可 数 划分 (A, Ain 2), ERO = AU 
(UA), BAM 的 原子 集 , 而 4 不 包含 的 任何 原子 集 . 

证 明 Oe = 1 邮 |, 则 2 是 (2,A) 上 的 有 限 测度 . 车 上 的 
两 个 原子 集 AB 满足 AAB) 二 0, 则 称 A 与 B 等 价 , 记 作 
A~ B. 易 知 ~ 是 A 上 的 等 价 关系 , 由 于 x(Q) < co , 故 使 得 
MA) 之 二 的 原子 集 等 价 类 至 多 为 有 限 个 ,从 而 A 上 4 的 原子 
集 等 价 类 至 多 可 数 . 在 每 一 个 等 价 类 中 到 一 个 原子 集 , 并 且 合 
它们 互 不 相交 , 记 为 {4.,n 之 1). 令 4 一 站 虚 , 则 可 以 证 一 


AU (UA). 显然 4 不 可 能 包含 任何 的 原子 集 - 由 定理 
6.2.1 RIA,» Asm 1) 即 为 所 求 ， 

定理 6.2.5 UM A> Po(X) 为 有 界 变 差 集 值 测度 ， 
Of 为 M WARE BBA MO!) 是 相对 莫 紧 的 . GE AE A 


”本 0D4， 


h 


Bex © MCA). #646 M OP AF m, EA mA) = x. 

证 明 Km eR AW OE. re MOR © 
MY) z E MONO) ha = yy 十 .由 引 理 6.2.2, 存 在 导 
的 盘 不 相交 的 原子 集 列 {L5,,” 关 1) BONO = U B, ERK, 


E MB) ,使得 > = Sle. ERA AC ALAC Bo HFB, 
为 原子 集 , 定 文 
lo, : MCA) = {0} 
mA) = l # - 
zm MCBAA) = {0} 


而 对 于 任意 4 EA ACAO 一 UB, 令 


mCA) = >i mA N B,) 
no} 


显然 上 述 构造 的 (在 代数 (4E AAC AQ) 上 可 数 可 
ie A aR) = zm AD E MAAE (BE ABS 
AY. AE- ERDRE M 是 非 原子 的 . > 

M' CA) = AMCA) (A € A) (6.2.7) 
则 依 推论 5.1.2 知 MM' 99 5 RS. FAEH ce > 0， 
FEM 的 选择 :mw' ,使 得 aQ) 一 了 | ee AFR ROR 
ARE AS a. 因此 存在 M RRR oe) 下 


{area} ys Dya = 1. fe 
ja — Da; | <e 
由 定理 6.2.4 GER Lek PETE M 的 选择 :x',, 使 得 
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m (A) = Som (A) (AE A) (6. 2.8} 


Wl) ma! 为 MM' AGERE. BL ll xe — ml OD | < 一 < 
由 上 所 述 , 存 在 M ' 的 一 询 选 择 {m,,n 1), HIB 
lim || m,(2) — x || 一 0 (6.2.9) 
用 ILM' (A) 表示 {M'(A) ,A © A} 的 乘积 拓扑 空间 ,其 中 每 一 
o> MCA) RBS th h T M 40 E Pa COCA © AD 所 世 
Ha (A) 在 上 述 乘 积 拓扑 意义 下 为 紧 的 拓扑 空间 , 将 {24.n 之 
1) 看 作 UM'CA) 中 的 点 , 则 (man 1) FERME 
IM' (A). BI mO = r, Am BABA MA, 则 由 推论 
6.1.3 知 闫 是 可 数 可 姑 的 ,于 是 六 为 M 的 广 党 选择 
定理 6.2.6 BM: AP, CX) 为 (6) 集 值 测度 , 若 z 为 
M 的 强暴 露点 , 则 存在 产 E Sy pE mD = x, 
证 明 ”因为 M 为 (3) 集 值 测度 , 故 任 给 4 E A, 有 
MNO) = elCM CA) + mA) (6.2.10) 
因此 , 由 引 理 6. 2. 102), EB A E A, FEREG mA E 
M(A), fi mA) 为 MCA 的 强暴 露点 , 且 与 x 有 相同 的 强 
暴露 泛 函 , 设 为 z .下 面 证 明 m 是 可 数 可 加 的 , 任 给 不 交集 列 
{A nl} CA, HFM 为 (8) 集 值 测度 ,我 们 可 以 依 定理 


6. 1.10 知道 , > MCA.) Fede MCA BATHE > mA 也 是 无 
r=] : aml] 
FEA. 但 由 于 
<a. >)m(A,) >= P alri MCA)) 


n=1 n=] 
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PTA PA 


.li 


SMT ATEI “et H 


or: MCU A) 
a=1 

=< afm UA) > (6.2. 11) 
n=] 


Be may = m C 4), 即 芭 是 可 数 可 加 的 . 

定理 6.2.7 MASP AX) HO) 集 值 测度 ,X 有 
RNP, DHE 2 € m(Q) ,对 任意 :之 0, 存 在 wm€ Su, 使 得 1 
— mQ || <e. 

证 明 ”假定 人 有 RNP, 那 么 任意 有 界 闭 凸 集 是 其 强暴 圳 
点 的 闭 凸 包 . A FEMO RRR ize) 及 实数 


二 bd 
datna 0; 22 0, Sa = 1, {148 | xm. Dae; | < 由 定 
i=l i=] 
3 5. 2. 6, {pi 1 Sis k JPTE m © Su EB O = a 
+ 
M(A) = D amA) (AEA) 
=1l 


Mm E Sw H lle — mcd || < 

[ 注 ] MRM BARBY), BA 关于 | 好 | 是 可 数 生 
成 的 , 则 定理 5. 2.7 中 “和 A RNP” 条 件 可 去 掉 . 

推论 6.2.1 GEM: A>P,CX) 为 有 界 变 差 集 值 测度 ,下 
有 RNP, 则 人 在 给 zE M(Q) ,对 于 任意 es 盖 0, 存 在 对 的 广义 选 
择 关 ,使 得 

lla—m(Q) | <e 

证 明 ”类似 于 定理 5.2.5, 不 妨 假 定 M 是 非 原子 , 则 出 推论 
6. 1. 2 定理 6.2.3 知 ca ARRAS) 集 值 测度 . AF ze 
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| M(Q) C AMO , 依 定理 6. 2.7 即 证 ， 

THE] 当 所 是 有 限 维 时 ,利用 对 维 数 归 纳 的 方法 可 证 ， 
任 给 有 界 变 差 集 值 测度 M: A> POO, © Su, 使 得 x 二 
m{Q). CZ. Arstein,[1]). 

定理 6.2.8 HM: AP OD ASME WES x 
© M(E m € Sum fim (Q) = z. 

证 阴 《类似 于 定理 6. 2. 5. 

下 面 我 们 开始 研究 集 值 测度 的 向 量 测 度 表 示 . 首先 研究 
集 值 测度 与 其 选择 的 关系 . 

定理 6.2.9 BM: APO RENE ETARE 
件 之 一 满足 : 

(1) X A RNP; 

(2) 型 是 有 界 变 差 的 , 且 4 关 于 | 对 | 是 可 分 的 , 则 尾 给 4 
EAR . 

M(A) = clim(A),m E Syi. 

证 明 ”由 定理 5.2.7 及 其 注 即 得 . 

定理 6.2.10 WM: A~ PaO 为 集 值 测度 ,阁下 列 
两 条 和 件 之 一 满足 : 

CL) M EAR BH. A 对 CQ) HARR: 

(2) M 是 弱 紧 凸 集 信 测 度 ， 

MHE A C AAT MCA) = ind © Sy}. 

WEAR ”由 定理 5.2.5 及 定理 5. 2. 8 ByE. 

引 理 6.2.3 ASB € POO G=1,2) A, C Ash 
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CBA, + B, = A, + BM) A, = A,B, = Bp. 
证 明 A EE HR AL A A MFE t © Af 
TF 4 由 凸 集 分 离 定 理 , 存 在 ze E OX* RR &y > 0, 4H 
EL Eg GX A (6.2.12) 
取 y E Ba. te 


<< ty Yu > alr; :Bi) S> 3 (6. 27.13) 
WA 


E, 
To To Yo TIT TD + (aj Bi} 二 3 


> alri, A + By) + 3 (6.2. 14) 


但 由 于 z + y € A, + B, =A + BM 
< Ty + yy ore A, + B) 
FH- i 
K624 teint 2 1) A-PIRUAT X BRR 
可 数 讶 加 向 量 测度 , 则 (tw 之 1} 是 一 致 可 数 可 如 的 当 且 仅 
当 存 在 实 值 非 负 的 可 加 测度 4: A RY, AE im, fe 1) 关于 
4 一 致 绝对 连续 , 即 
CD 

TEA J J. Diestel and J. UhI[29].p. 11. 

定理 6.2.11 TEM: APOO 为 集 值 函数 , 则 下 列 
命题 等 价 : 

(1) M 是 集 值 测度 ; 
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(2) M 是 有 限 可 加 的 , 日 存在 一 列 一 致 有 界 一 致 可 数 可 
fn fea) See HH FF fon 1) ;使 得 人 尾 给 AC 入, 有 
MCA) = cojm,(A),i 2 1}; (6. 2.15) 
(3) M 是 有 限 可 加 的 , 且 存 在 一 列 一 致 有 界 一 致 可 数 可 
PU Ve] He BF imi > 1} HE AEA A 
MCA) = elim; lA), i 21}. (6. 2.16) 
证 明 “MOSO” 显然 好 BAMA OR. HF MOO 
是 闭 的 ,而 区 可 分 , 故 存在 MC) TRUI rok 之 1} 使 
M(Q) = clink 1) = colay,k 1} (6.2.17) 
由 定理 6. 2. 8, {ES A > 1. AFTE m E Sm; 使 得 zi 一 (QD). S 
M'(A) =co{m,i21} (AEA) (6.2.18) 
TERM l 
M'A) + M'A) = M(Q) = M(A) + MA) 
dk [FH 5.3.2340 M'A) = MCA) (A © A), BICS. 2.15) 
成 立 , 由 定理 6.1.11 RM 也 是 位 ) 集 值 测度 , 故 易 证 (mi 实 
1} 是 一 致 有 界 一 致 可 数 可 加 的 . 
“(D=)” HÆÆ 6. 1.11, NAEM 为 (6) 集 值 测 
E. 依 引 理 5 2. 4 ,存在 实 值 非 负 可 数 痛 加 测 度 4, 司 得 
lim sup Pca | = 0 (6. 2.19) 


ACAI 


ARZE A 1) CALA EM 是 有 限 可 加 的 , 故 
HCO MCA, MC YA) 
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k k co 

= CI MA), >} CMCA,) + MC UAW) 
m=] a-l a= 

= M Ü A)| 


= sup i 72, ¢ Uy Ad il CG. 2. 20) 
因此 ,由 (6.2.19), 有 
G o 
limé¢ 59 M(A.),.MCU AD = 0 
ben =i al 


BIM 为 (6) 集 值 测度 

“1 二 03)” 由 “C1 地 (2)” 的 证 明知 存在 向 量 测 度 列 
{isi De EEMO = ciri SS 1},4 
U = {mm = mya > 0 BHR De, =1,n > 1} 


WU 为 可 数 集 ,重新 排序 , 记 之 为 == (moi 之 1). 令 
af CA) = clim tA) i 21} AEA) 

Se DD 可 证 M AD = MCA), 

“(3)=>(1)” 类似 于 “(2) 二 (1)”. 

定理 6.2.12 M+: A—P,,.(X) 为 集 函 数 ,XX 有 RNP， 
则 下 列 命题 等 价 : 

CLD M 为 人) 集 值 测度 ; 

(2) M 是 有 限 可 加 的 , 且 存 在 一 列 一 致 有 界 -:= 致 可 数 可 

WARME mi 1) ,使 得 任 给 AC A ,有 

MCA) = ofm, CA) i = 1} (6.2.21) ` 
(3) 是 有 限 可 加 的 , 且 存 在 一 列 一 致 有 界 一 致 可 数 可 
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加 向 量 测度 (x.,i D1) ,使 得 任 给 AC A, 有 
MCA) = elim; lA 2 1} {6. 2. 22) 
证 上 明 ”利用 定理 6. 2. 7, 用 类 似 于 定理 6. 2. 11 的 证 明 方 
法 即 可 ， 
[ 注 1] AB M 的 有 限 可 加 性 取 下 述 意义 ; 
cl(M(A) — MCB) = MCA |] BY 
AN B# FB AVBEA ， (6.2.23) 、 
[ 注 2] 本 定理 中 2) 一 (0, “(3S C1)” Ma X 
有 RNP. 
推论 5,2.2 设 M:A->PotX) 为 非 原子 的 有 界 变 差 集 
值 测度 ,和 有 RNP, 则 存在 M 的 一 列 广义 选择 {过 ,i > 1} ,使 
得 
cIM(A) = Him tA) (AEA) 
证 明 ”由 推论 6. 1.2, 定 理 6.2. 3 知 cl HA RAO 
集 值 测度 , 故 由 定理 6. 2. 12 即 得 
Cee] 类 似 于 定理 6. 2 5, 推 论 6. 2. 1, 可 以 证 明 该 推论 
HM 是 非 原子 的 ”这 一 条 人 忻 可 去 掉 . 
在 本 节 的 最 后 ,我 们 讨论 如 何 用 向 量 测 度 族 生成 集 值 测 
BEY [A] a. 
定义 6 2.3 Bey, BUET X AG a AE. Bp en, ,ms 
是 等 比 的 ,如 果 对 于 任意 的 4,8 CALAN B= 多, 下 面 三 个 
条 件 之 一 成 立 . 
(1) m lA) = m,(A); 
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(2) m, (B) = m,(B); 
(3) 存在 与 A BARN ERM CAB) AEG 
m,(A) — m LA) = 6(A,B) On CB) 一 m,(B)). 
定理 6.2.13 Rm S 上 为 一 列 一 致 有 界 一 致 苛 数 
可 各 向 二 测度 , 且 两 两 等 比 , 则 
MCA) = cofm (A) si} (AE A) (6.2.24) 
为 有 界 闭 凸 (3) 集 值 测度 . 若 进一步 , 任 给 4 E ALA 
com lA) i 21) © Pu (X) (6. 2.25) 
MM 为 集 值 测度 . 
证 明 MCA) E Poy CX) 是 显然 的 , 依 定理 6.2. 12 及 其 
TE MERA TER ABE A AN B= OLR 
MCA U B) = cl(M(A) 4+ MCB) (6. 2. 263 
ERM CA UB) CMA) + MB), FIERAR AEE 
A. 





令 
M'CA) = {mA} 21} (AE A) 
由 定理 6.1.4 知 
cl(Af(A) + MCB)) = co(M’'(A) + M' (BY)) 


(6. 2. 27) 
AEH ce © MCA) 十 MI'CB) ,存在 i,j 实 1; 司 得 x = m CA) + 
mB). 由 于 mom; 是 等 比 的 ,考虑 下 面 三 种 情况 : 
a) EmA) = mA). 
£= mA) + mB} = mA U B) E MCA UY B) 
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b) Æ m,(B) = m,(B) M) 
x =m (A) + mB) =m (AUB) E MCAU B) 
O 若 存在 c(4 ,5) ,使 得 | 
mA) — m,CA) = (A,B) © (mi(B) — m,CB)) 
不 站 取 (A, BY = 1540 > 0, 则 有 
x =m (A) 4 mB) = O — ĝm U B) 
+ 6m,(A UB) E M(AU B) 
因此 x E€ M(AU B), Wa M CAD + MCB) C A U B), jA 
而 由 《6. 2. 27) ,有 l 
AMA) + M(B) CM(CAU B) (6.2.28) 
(6. 2.26) 得 证 . BD M A0 集 值 测度 . 若 进一步 (6. 2. 25) 成 
ar WIM CAD € P(XX) ,从 而 由 定理 6.1.11 知 对 为 集 值 测 
EE. 


8 6.3 SAAR Lebesgue 分 解 与 扩张 


经 典 的 广义 测度 的 Lebesgue 定理 是 指 , 任 给 测度 空间 
(2,4) EOS NIREA u BAK e 存在 唯一 的 一 对 广义 测度 
dey As tE 

A= ATA AK ALY 


关于 取 值 于 Banach 空间 上 的 向 量 测度 ,也 有 类 似 的 Lebesgue ， 


分 解 ( 见 Diestel and Uhl[29]) 下 面 我 们 就 研究 集 值 测度 的 
Lebesgue 分 解 . 74 T SUB. 以 下 恒 设 人 ,和 ,xz 为 非 负 有 限 
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测度 空间 ,考虑 取 值 于 X 上 的 弱 紧 凸 集 值 测度 . 由 6. 1 的 知 
识 可 知 当 集 值 汪 数 取 弱 紧 凸 值 时 , 集 值 测度 、(3) 集 值 测度 与 
弱 集 值 测度 三 者 是 等 价 的 . 值得 指出 的 是 ,下 面 的 大 部 分 结果 
HHE BARANO 集 值 测度 和 PsCX)》 ARTAR 
测度 . 

定义 6.3.1 BM: APL. CX) 为 集 值 测度 . 若 对 于 任 
Bad AC A, CA) = OY, A MCA) = (0}, BRM EF pe 
Ot ESE EM € 0, TEN E 和 ,使 得 对 生意 4E AL 
MCA ALN) = (0), WEM ETF ARDEM Lew 

定理 6.3.1 GEM A> Pua 为 集 值 测度 . 则 M Ee 
当 且 仅 当 lim MCE) = {0}. 

证 明 ”类似 于 可 数 可 加 向 量 测度 . 

引 理 6.3.1 设 本 为 任意 非 空 集合 , im,r ET) 为 一 族 
定义 在 A 上 的 一 致 有 界 一 致 可 数 可 加 向 量 测度 , 若 任 给 E 
Tom. < p WA 

im sup | mE || =0 (6. 3.1). 

HEAR 网 Diestel and Uh! [29]. 

定理 6.3.2 BEM A> PAX) 为 集 值 测度 , 则 下 列 命 
题 等 价 : 

(DD M € 3 

(2) A on © Sum E u 

(3) fF xe’ EX" ole’ MOD E a 

证 明 ERO 等 价 下 (2) ,类 似 可 证 (1) 与 (3) 等 价 ， 
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CIS (2), REM BR. 
(2)=> C1), 由 定理 6.2.11; 存 在 … 列 …- 臻 有 界 -- 致 可 数 
可 加 向 量 测度 {mi,i Sl) C Sw: 使 得 任 给 A E ALA 
MCA) = cl{m,CA),é 2 1} 
因为 zt Ke 1) S| 5. 3.1. 知 


lim || MC) || = lim sup i m; (E) || = 0 (6. 3. 2) 
CE} BCE} oo izl 
因此 lim MCE) = {6}, B M € x. 
MEG 


定理 6.3.3 iM: A— PaO 为 集 值 测度 , 则 存在 一 
对 唯一 的 弱 紧 凸 集 值 测度 M.. M. {AS 

(1) M, pM, | ps 

(2) M=M,+M, 

(3) (ER rt E X*, MWA ofa" MEO) = olx* Md) 
+ a(x", M,C) K ole’ MOY) AY Lebesgue 分 解 ， 

证 了 明 ER — Fi - BERT BC] He fe BF (on; 1) CS 
使 得 任 给 4E AMCA) = cl{m,(A),i > 1). ha 6. 2.1 
FEIE FT FT A A > RO ,使 得 

jim sup || 2, CE) || = 0 (6. 3. 3) 
Wt ARF z fy Lebesgue SAEN A= A + AA Kd LN 
存在 AA, € AVA, U A, =Q,4, f A, = D ,使 得 任 给 A € 
A.A 
ALA = MA] ADA SAAN A) 6.3.4) 
对 于 任意 之 ley 
MiA) = m,CA 1) A) mA) = mA [A] A} 
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Wirt Se 1) 1 之 1) 均 是 一致 有 界 一 致 可 数 可 加 的 ,是 


jim sup | mt E) j| = 0 (6.3.5) 
mAN Ay) =0 GED c6. 3. 6) 
A 
M.(A)= cl{m;.(A) ,i 2 1} 
= dim (A NN Al) si 2 1} (6. 3.7) 
M,(A)= cl{m,,(A) i = 1} 
= clim(A N A ,i 13 (6. 3.8) 
则 易 知 MM, Se See BU EF. Bh 
slim, LME) IT = Tim sap ll me = 0 


M,CA [] A,) = {0} 
即 M <M, | a. th(6.3.7).(63.8) 可 知 “ 
M.(A)-+ MA) = MAN A) 
+ MCA N A.) = MCA) 
ik M 一 M. +M. 由 定理 6. 3. 2 即 得 任 给 x* © X" 
ata’ ,MC+)) = aa" Me) A alet MC)) 
TAT SOWIE oC” MO SEF x AY Lebesgue 分 解 . 
下 面 我 们 研究 集 值 测度 的 扩张 . 设 F 是 如 上 的 代数 ,o(F) 
=AR M: FPD 为 下 上 的 集 值 测度 , 若 对 于 任意 (4。， 


n> 1) CF, UA, € FAMU A) = MCA), 如 果 存 在 
n= = a=! 


(AME M A 一 Pw(X) EPR AE FLA 
MCA) = MCA) i 


* {l7 


HW My M 的 扩张 

3) 6.3.2 Bim. eT) 为 & 上 的 一 族 可 数 可 加 向 量 
测度 ,F 为 代数 ,aCEF) = A, 则 {mssrE T} 是 一 致 强 可 加 的 当 
-ARSO [pee © T) 是 -一致 强 可 加 的 (其 中 mlr 表示 m HEF 
上 的 限制 )， 

定义 6.3.2 BM: BP, CX) 为 集 值 测度 ,M 的 半 变 
22 || MH :F- [0,00] 定义 作 

I| M || CA) = supi loat” MEOD x EX", et || <1) 

其 中 MOD 表示 广义 测度 a MO HARE. 


-A M| < æ, MM REFEREA. 


”类 似 于 向 量 测度 可 证 集 值 测度 M E A E g H, 
SM 的 值 域 是 有 界 集 , 即 ‖ UMA] <. 
定理 6.3.4 i X 2 AH Banach 空间 ,MM:F > 
PCO 为 半 有 界 变 差 集 值 测度 , 则 下 列 命题 等 价 ， 
(1) FEMEA 上 唯一 的 扩张 隔 : A> BCX); 


(2) FER AREA, n 21) CF, (Ñ MCA) k> 1) 


fk Hausdorff JES rey. ™ 
证 明 (DSD 恢 扩 张 的 定义 发 定理 6. 1, 11 Hk. 
(2)=>(1) 用 定理 6.2.11 中 同样 的 方法 ,在 2) 的 假设 
下 ,可 以 证 明 存在 一 列 一 致 有 界 一 致 强 可 加 向 量 测 度 {mi,i > 
1}; 使 得 
MCA) = co{m(A),i21} (¥ AG AD (6.3.9) 
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iim, 为 mm 在 和 A 上 的 扩张 , 则 ( 依 引 理 6. 3. 2 Hm; 2 > 1) 是 -~ 
致 有 界 一 致 可 数 可 加 的 . 令 
M(A) = coim (A) i 21} (¥ AE A) (6.3.10) 
HX EHR, MA) E PeO AC A). 依 定理 
6-2. 11 要 证 M 为 集 值 测度 , 仅 需 证 明 任 给 A.B EAANB 
= 好 ,有 
M(A) + M(B) = MCA U B) (6. 3. 113 
亦 即 任 给 zx" EX", A 
a(x" MCAD) + o(a* ,MCB)) 
= o(2", MCA U B)) (6.3.12) 
分 两 步 进行 证 明 ， 
0 首先 假设 4 E Fiza 
L, = {CE A,a(a* ,MCA)) + otr* ,M(C)) 
= alr’, M(AUC)),ANC= Ø? 
则 显然 站 ACL, AAC kl CL, CAC MANC 
= Ø. hF {mo > 1) E-E RAT I. S 
dz MCA UC)) = sup{ < art m(AUC) >i 2 1} 
-= limsup{ <a" ,mA U Cy) >t 2 1) 


= limo(z* MCDD 4+ olr, MAND) 


=a0€x",M(C)) + a(x" MCAD) (6. 3-13) 
WEEL. Fe ap Teg (C..422 1}, CLC. y CH ACE 
Lit L 是 单调 类 . AFE N A COL, ROL BE EN AD 
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Cl. 
GD WR A E€ A = oF), GB 
L; = {CE A olz’, MO + olr*, M(B) 
=elx', M(BUO)BNC= Øh. 
则 由 (CD eA F 但 B C L, AiE L 是 单调 类 . 因此 ,有 
A€ o(F (1) B) CL, WAC. 3.12) 得 证 . 

ARLE ATER: AP. (xX) 为 集 值 测度 ,日 我 们 任意 给 定 
AEF, {EM ie XB MCA) = MCA). RM BM EA 
上 的 扩张 . 由 上 述 证 明 过 程 可 知 ofzx' MO 是 otx*， 
M(+)) 在 外 上 的 扩张 , 故 由 实 值 测度 扩张 的 唯 … 性 及 支撑 函 
数 的 性 质 即 可 以 证 M 的 唯一 性 . 

[ 注 1] 如果 仅仅 要 求 骨 为 有 界 闭 喇 人 6) 集 值 测度 , 则 
定理 6. 3.4 中 关 自 反 的 条 忻 可 去 掉 . 

[ 注 2] 定理 6.3.4 中 两 个 等 价 命 题 中 的 (2) 实际 上 意 
味 着 集 值 测 度 在 菜 种 意义 下 的 强 可 加 性 . | 


86.4 集 值 测度 的 Radon- 
Nikodym 导数 


HQ, A.) 为 测度 空间 ,下 所 lX] SA, E 
随机 变量 积分 的 性 质 可 知 ; 
M(A) = | Fay (Y AE A) 
EQOA) 上 的 集 值 测度 本 市 研究 其 反 门 题 一 一 集 值 测度 的 
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R-N 导数 . 以 下 恒 设 位 ,4 2) A a- 有 限 测 度 空间 . 
定义 6.4.1 {MAP X) ORAM CCS) 集 值 测 
上 度 , 弱 集 值 测度 ). 车 存在 EE [9X]. 4i 


clM(A) = el [ Fda (¥AEA)Y (C6.4.1) 
则 称 F YM 关于 4 的 广义 RN 导数 . 若 进 一 步 有 


M(A) = f Fdu (Y ACA) (6.4.2) 


TURK F 3 M 的 RN 导数 inte P= SE 


定理 和 4.1 HECO] 2 SHED EM HU SL R-N 
导数 , 则 
G) |MI(A) = 上 | Few) || dsc A E A) 


(2) M 是 有 界 变 差 的 当 香 仅 当 上 可 积 有 界 . 

TEAR O 仅 需 证 明 A = Q 情形. BILAL ,4,) 为 全 的 
任意 可 测 有 限 划分 . 任 给 = E MCAD Si <n) Re> OMB 
么 存在 户 E Sk, 


lzi, fide | <É (YIK (6.4.3) 
所 以 
Sial < Ef Alan+es [Fæ lidete 
r=1 far? Ay o 
(6.4.4) 


因此 可 知 总 MASI < | UE de 
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IMEQ) <Í iF dr (6.4.5) 
REA SC 全 ,有 


f IF lda = sX |f Jdel < sup MAD | 
T i=] h ~ i=l 


= |MI(D) 
Sich r RR O MTWARA A F E E 
| lans TMG) (6.4.6) 
由 人 6. 4.5)、(6, 4.6) 即 得 . 
(2) 显然 , 
下 面 给 出 几 个 有 关 集 值 测度 导数 的 例子 


6 mol SiS a) 其 一 列 向 量 测度 ;定义 
MiA) = (Simca, { } XA 的 可 测 划 分 } 
， 则 M AREWA HEALS LFE S E LGX] E 
mA) = | fdu (AEA) 
M Fie) = (Fi 1} 为 对 关于 4 的 RN 导数 . 
6.4.2 HOA.) 为 非 原子 的 有 限 测 度 空间 , 令 
Filw) = {0,1}, File) = [0,1] (¥ we ® 
mF FE «EQ, X]. HEA A E AA 
| Fidp = | Fady = [ond EAT 
MTA FP HM = (0, 40+) ] BO R-N 导数 . 这 个 例子 说 明 
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Sg R-N 导数 不 必 是 唯一 的 , 
6.4.3 OA.) HARM SEF E LLO,X], 
FW A 的 子 o- 并 数 . 由 定理 2. 4. 12 可 知 
cl | SLR /P dx = c | Fdx CY A € FE) (6.4.8) 
A A 
Aiea LAH ELULT] Beas 
M(A) = | Fay (A € A) (6.4. 9) 


在 F 上 限制 的 广义 R-N 导数 . 
关于 集 值 测度 R-N 导数 存在 的 构造 性 证 明 , 有 以 下 几 种 
方法 : 
《1) 利用 集 值 测度 的 表示 定理 ,向 量 测度 的 R-N 导数 及 
集 值 随机 变量 的 Castaing 表示 进行 构造 . 
D 利用 集 值 测度 与 其 选择 的 关系 ,向 量 测度 的 R-N 导 
数 及 集 值 随 机 变量 与 其 可 积 选择 空间 的 关系 进行 构造 . 
(3) 利用 支撑 函数 的 性 质 . 
ENA FUME. | 
”定理 6.4.2 XA RNP MS A 一 Py.(X) WARDS 
的 (8) REWE B M < x, 则 存在 M 关于 A 的 广义 R-N 导数 
FeeL] 
证 明 ”由 定理 6.2.12, 存 在 一 列 向 量 测度 (mm.,i 1) 
得 | 
, MCA) = clim; tA) si 2 1} (¥ AEA) 6.4.10) 
显然 ,m; BARREN A m <u AE LOXIA m 关于 
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eR R-N 导数 , 令 
Gla) = ef 1} OF eo EO (6.4.11) 
由 定理 2.2.3 BENG EC LEQ,X] 由 (6. 4.10) 可 得 
M(A) Cel Í, Gdp (¥AEA)Y 66.4.12) 
下 面 证 明 相 反 的 包含 关系 . 取 定 4 所 ABS E Sh TEE 
AJ e D> 0, 存 在 总 的 有 限 可 测 划 分 {4 Ag) RS 1 Et 


| f— dort ai<e 


从 而 更 有 

| | av 一 5f, Yafdu l <e (6.4.13) 
但 由 于 各 

5f, Xa fdp = Dmca N Ap 

€ Sma NAD=MA) 
Aik e> 0 的 任意 性 知 


| fae E MCA) (6. 4. 14) 


故 知 MA = d | Gap (¥ AG A. $ Fo =. 
coG(w) (CoE Q), WEF E LLG] Bot Fee A A E 
A.A l 
af Fd =c | Gdp 
A JA 
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mt 


FL 


-本 | Gay 
一 coaf (A) 
=M(A) 
BPF y M KF y HY R-N 导数 
定理 6.4.3 设 X 有 RNP,M :A 一 PolX) 为 有 界 变 差 
的 集 值 测度 ,M < 4, 则 存在 M 关于 4 的 广义 R-N FHF E 
LI[Q;X]. 
证 明 ”根据 引 理 6. 2.2, 存 在 至 多 可 数 不 交 集 列 { 入 ,i 之 
LCA UA AAT oA, BAGS DH 


ayn, TA» BO —_ i, 
AMAD Feed ATA hEM 的 原子 集 , 故 易 知 
MA =dl | Fdp (OF AE A,ACUAD 
va i=] 


(6.4. 15) 

EAE. hoe u EERTE. EFM <M 2, RYE 
证 M 也 是 非 原子 的 . 因此 依 定理 6 2. 3, FEE 6.1. 201) 知 
| clM (CA): A — P(X) 
为 (6) 集 值 测度 . (eae BE OG. 4. 2 可 证 . 

定理 6.44 i X ARNP, X 是 可 分 的 ,M AS 
PaO FARRER REM < 4, EM 关于 的 
R-N Bay F € L,[0;X]. 

证 明 JJ cabv[A.X] ERRAT X 的 有 界 变 差 可 数 可 
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加 向 量 测 度 全 体 在 全 变 差 范 数 下 的 Banach 空间 , 由 于 好 是 有 


界 变 差 的 , 故 Sw C eab A,X] FEH Sw ARE. 
FER mE Sulm AO SKİMIA (¥ AEA). & 
lM 是 有 界 变 差 的 , 故 | 对 | 为 可 数 可 加 实 值 有 限 测度 , 故 有 
Gi) Su cabv[A,X] PARSE, 
GD FEB mE Sy ym < |M]: 
由 定理 6. 2.10 可 知 E 
aD FER AC A, (CA) mE Sy) = MCA) © PLAX). 
PA he Sa Hy cabv[ A,X] ob Ay Ry 9S OR He (Diestel and 
UbIL29 D. 显然 Sx GA. GRABS. Su cabvLA, X 中 
SR. SLO XI TR 
K=(fe L(9,X1, 92 = fim € Sy} (6.4.16) 
HRI 表示 mw 关于 上 的 RN 导数 . 由 RN 导数 算 子 
T : cabv[A, XJ>LOR,X] 的 强 连 续 性 易 知 下 ALLRA] 中 
BEOR. 下 面 证 明 K BOR EBA € KK,4 EA， 
、 dm, dm, _ 
设 my yi, Ee Sus Ta = Is Ta = Faso 
m CB) = | ah + Xa todd ps 
. =m lA Q BY + mAN BD (6. 4.17) 
il ey CHT HT AEB EL me © Suom < po, BARIA TE 
= Katy + Nats MATA daly + Lats EK, RHE K 是 可 分 解 
的 . 于 是 存在 集 值 随机 变量 亚 E LC], RSE = K HF 


He 


rr 


tT 


cae 3 


RE POT TH MSK 


DEER =F. 

[ 注 ] Papageorgiou[ 86] 证 明了 如 果 X 还 是 弱 序 列 完 备 
的 . 且 不 含 与 8 同 构 的 子 空间 , 则 本 定理 中 “XX“ 可 分 ”这 一 条 
件 可 去 掉 . 

ETH 6.4.5 ie X A RNPLX’ 可 分 ; 放 : A> POX) 为 
有 界 变 差 的 集 值 测度 ,对 < a ARAD 是 非 原 子 的 , 则 存 
在 唯一 的 FE LOX] WM RF ee MRN 导数 . 若 
{arn ce 1) 为 蔷 ” 的 可 数 稠密 子 集 , 则 

F(a) =f r EX, <ai> 


< PEMO ad}, e. (6. 4. 18) 
fF 


spe CD 表示 广义 测度 TT MOOD 关于 此 的 


R-N 导数 . 
WA ”由 定理 6.4.3 知 存在 时 关于 闫 的 广义 人-N 导数 
F € LiL; X], & 


Gla) = ñ lxE X, <ia >< TEN) 
aod 


[æ E D 
不 妨 假设 Gay 4 OY wE 们 ,由 于 GrG € ARB), A 
此 CE gp[Q;X]. HUE Fle) = GCw)a. e- , ARIER Sh = Sh 
显然 有 3} CC 对 ,下 证 相反 包含 关系 , 设 了 E Se MAn, 
有 
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< ai. fle) >< fee EO) aya, e. (6.4, 19) 


于 是 
<ar fdp>=| <a, > de 
A A 
Kola MCA) 
(A € Ayn 1) 
由 于 cl CA) 是 西 的 , 故 
| fax € MCA) = cl | Fd (6. 4. 20) 


UAF E Sh. Ming SeS 因此 (6.4. 18) 成 立 . 根据 广义 测 
BE R-N 导数 的 唯一 性 及 (6.4. 18) BA E 的 唯一 性 . 

用 集 值 随机 变量 的 性 质 不 难 证 明 下 列 三 个 关于 和 集 值 测度 
R-N 导数 性 质 的 定理 ， 

JE 6.4.6 R XARNP,X* WA, M, A> Pal X), 
f= 1,2 为 有 界 变 差 的 集 值 测度 , 而且 M < pG 一 1,2), 
M,(A) C MAYCY¥ AE AD, N 








CT ——* a e, (6. 4.273 
定理 6.4.7 3X ARNP,X* 可 分 ,M : AP (X) 为 
有 界 变 差 的 集 值 测度 ,M < po, Meo SE) EOM $F x i 
R-N 导数 ， 
定理 6.4.8 设 X 有 RNP,X" óM: A> Pa OA 
有 界 变 差 的 集 值 测度 ,M <p N 


”2 


plo 有 L 


Su = {| Sanf E shr =M) 

JS BEAT Hs Se A BN R-N 导数 . 由 定理 1. 2. 14 
知 , 对 FP. CX), 存在 Banach f] X 及 等 距 同 构 的 映射 
ji POO 一 竞 ,使 得 PaO) WX aE. 因此 ,可 
以 直接 运用 向 量 测度 的 某 些 结果 研究 紧 凸 集 值 测度 ， 

引 理 64.1 {BC P(X), WB RIP,(X).8 中 的 相 
对 紧 集 当 且 仅 当 存 在 的 紧 子 集 C, 使 得 U (4,4E B CC 

证 明 ”出 定理 1.3.9 易 证 . 

定理 6.4.9 MA =P ARENE. ETEM 
关于 的 R-N FAFE LOX] 当 且 仅 当 下 列 三 个 条 件 成 
Af i; 

(D Me H; 

GD M 是 有 界 变 差 的 ; 

(ii) 对 于 任 给 4 E AO < (A) <0, EE BCARX 
的 紧 于 集 C, 使 得 xB) > 0H U ST 
HeBo>race. 

WERA |X 2h Banach 23/8] ,j + Pe CO 一 总 为 等 距 同 构 
映射 , 使 得 P.O) WX ODE 2B X- 值 集 函数 
j(M):A>X 

JIMA) = MLAD C¥ AC AD 
则 由 引 理 5. 4. 1 容易 验证 (2 GD GD) 分 别 等 价 于 ， 
Gy IM) E py 


(6. 4. 22) 








BEA BW ZB, 


GD' jCM) A X- 值 可 数 可 加 的 有 界 变 差 向 量 测度 ; 
Gil) 对 于 任 给 4E ALO <A) <0, FEE BCA, pB) 
> 全 0, 使 得 


freee 
BOB) 


= jX) 

为 区 中 相对 紧 子 集 . 

”由 向 基 测 度 的 RN Se eB AD) KT xH R-N 导数 
BEZATE, GY, GY 三 个 条 件 成 立 (Diestel and 
Uhi(29)). {EHT F E LLX] E 


id, Fdp) = 上 iO) dp (6. 4. 23) 


AETA F 为 好 关于 下 的 RN Ses A 4 CP) CM) 
关于 # A R-N 导数 ,定理 得 证 . 
推论 6.4.1 HM: A>P,CX) 为 有 界 变 差 集 值 测度 ， 
M< 4 EFTEX ARTECHE AC AR 
MAT |M|(ADC (6. 4. 24) 
RATE MAF «ARN 导数 FE LLX]. 
WERA HFM] << ze. ARRACALAR 


MA) — MIA , 
“CAD HCA) 


故 容易 验证 定理 6. 4. 9 PREDOR. 


Be AB CB, A AB)>0 





C (6. 4. 25) 
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$6.5 关于 集 值 测度 的 积分 


设 (9,A) 为 可 测 空 间 .和 AX HARPS RM. 

SE L(O,RI 为 实 值 可 积 函 数 . 用 通常 定义 积分 的 方法 (由 简 
单 画 数 过 渡 到 任意 可 积 销 数 ) ,可 以 定义 /tw) HF mm RS. 
[fame X (6.5.1) 


可 以 证 明 , 上 述 定义 的 积分 满足 通常 积分 的 性 质 , 特 别 地 我 们 
有 


if fam <f Urlalml (6.5.2) 


< 站 ram >= [fae omy x" EX") 


(6.5.3) 
其 中 [n| ER mn HERE. r om 表示 由 om(*) = <x", 
mO) > 定义 的 广义 测度 . 

本 节 讨 论 实 值 可 积 函 数 关 于 集 值 测度 的 积分 . UT BR 
(QAM) 为 有 界 变 差 的 集 值 测度 空间 ,x = 二 M] 为 对 的 全 
FA, HQ,A, O 是 完备 的 . 

定义 6.5.1 BLE LOR] WRT RM, S AFM 
的 积分 定义 作 l 
[ fam = {| f dmm € Su) (6.5. 4) 


定理 6.5.1 EMM: 为 两 个 有 界 变 差 的 集 值 测度 ,了 


E&E LO,R], i MCA) CM,(AD (¥ AEC A) Mi 
f samc] f dM, (6.5.5) 
fi o 1 


证 明 ”由 假设 知 Sm C Sms WEN BI 
定理 和 5. 2 ffe ULORI.A 


If sami sf Vide 《6.5.9) 
证 明 任 给 z € | f dM, 存 在 mE Sw, 使 得 x 一 
[fan 
Ry 
Con, 
aol sj [jdim 
但 显然 m LIIMID = plA) AEA, Bt 
Iæ | < | fide BDE. 
定理 6.5.3 设 f EN,R], 则 
MA) = | fam (WAEA 5.7 


FAA REFS. 
证 明 BIR M) = (0). Bidon > l) CA HEB 


不 交集 列 ,4 = 立 4 ,下 面 证 明 
n=1 
MAA) = WD MCA (6.5.8) 
MAA) C MAA) 是 显然 的 ,为 证 相反 包含 关系 , 任 取 r 
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€ M;(A,) Ch D.: MWEE m, & Sm; 和 使 得 
z= f Sam, Fane (6.5.9) 
任 选 m, E Suse Mimi A> X FP: 
m(C) = Sim, (A, NO +a ne) OCEA) 
(6.5.10) 
: 由 于 paml SIMI. lend S | Af | Con = 1). Ah inn 
= 1} 为 一 致 可 数 可 加 的 , 故 知 xm FT TY IB» A et © Su, 
| fam = | fam, akl) 
于 是 有 
S fam = D| fam = Z|, fam, E MKA) 
' (6.5.11) 
AT Dor. E M;CA), BED MKAD C MA. 因此 
n=] n=] . 
(6.5.8) 成 立 , 即 他 CA) 是 集 值 测度 . 由 定理 6.5.2 及 全 变 差 
WESH M, 是 有 界 变 差 的 . 
定理 6.5.4 BX @RNP,X* 是 评分 的 ,M :A 一 
Pw (X 为 有 界 变 差 的 集 值 测度 ,FE [9,RJ, 那 么 存在 GE 
Tie [OX], (AR: 
| fam =| {f Gdg (6.5.12) 
a ü 
证 明 ”由 定理 6. 4.4 AET M 关于 产 的 R-N & 
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HG © Lela X] FARG 5. 12) 成 立 . Bz E [sf dM, 
则 存在 m E Sw, 使 得 x 一 | S dm. 由 定理 6.4.8, 存 在 g E 
5, 使 得 
m(A)—| gdp (¥AEA) 
BP etm) 为 m HF eB RN 导数 ,于 是 有 
z= | fadm= | f.gdne gl fCin 

即 证 | f dM 己 f car, 类 似 可 证 相反 的 包含 关系 

推论 6.5. 1 ”在 定理 6.5.4 条 件 干 , 任 给 FE LIR], 
则 

M,(A) = | fdM (AEA) 

DERART EARNE. E 

推论 6.5.2 ”在 定理 6.5.4 条 件 下 , 任 给 z" € x", 有 

ox", | faM) = | faote MCD) 


§6.6 关于 集 值 转 移 测 度 


首先 给 出 本 节 特 殊 的 记 叶 与 必需 的 知识 . HQ, A) 为 可 
W jE, X y Banach 空间 , Rjca(Q, X) 表示 (Q,A) ERX 
的 可 数 可 吉 向 量 测度 空间 ,cabv(&,X》 RRL ARE f 
重 测度 全 体形 成 的 子 空间 . AS 表示 (QQ,A) 上 实 值 简单 可 测 
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函数 全 体 , 令 
SQX = (taal (Ave S 1) yO AAT 


Xe E X* Sk Suen S 1} (6.6. 1) 
AS ca (OX) Eh FEEN hela, X) SQX" ds 
Ama <m, D taai > 


= 5 <T x yn CA,) > (6. 6. 2) 


Bima € D) 为 ca(Q, 工 ) 中 的 定向 列 , 称 {m。,a€ D) AA 
He Be Al ee PET. > mm) WRA ACA :有 (Com (A) 一 
mA). KiE MBE: 
3/2 6.6.1 (m, +> m SARĂ 
. | m. — miw(ca(Q,X) 5 OX) 
#2 T 4 Polish 空间 ,BT) 为 其 Borel o 代数 . ICL) # 
“ 示 了 上 实 值 有 界 连续 函数 空间 ,Ce(T) OX RRT ERAT 
关 的 有 限 维 子 空间 的 有 界 连 续 函 数 空 间 . 分 别 用 cabv <T} 和 
cabv(T,X) 表示 (了 BT)) FE SAA RES WE SiS X- 
值 有 界 变 善 向 量 测度 空间 . 考虑 cab, X) 上 的 弱 拓 扑 
wicabv(T,X),C,(T)} © Xt eB rt CX, ENEH 
x*om : caby(T, X) — cabv (TO MF: 
TOmCA) =< amA) > (¥ AE BT)) 
(6.6.3) 
我 们 有 


+445 + 


引 理 6.6.2 x" om 是 

Ceabv (T,X) ,wicabv T,X) ,CT) QX 
”到 caby(T) 上 连续 映射 ,因而 可 测 . 其 中 cabv(T) 取 通 常 意义 
下 的 弱 收 敏 拓 扑 . 

称 Hausdorff 折 扑 空间 Y 为 Suslin 空间 , 如 果 存 在 一 个 
Polish 空间 Z 及 连续 满 射 n: 2 一 了 . 

引 理 6 6.3 HX 4074} 4) Be Banach 空间 ,了 为 Polish 
空间 ， 则 {cabv( 工 ， XY ,wcaby tT ,XY ,CTY GO X* )) 为 Suslin 
空间 ， 

:证 明 D Saint-Beuve[ 94]. 

引 理 .6.4 ECA, 为 完备 的 测度 空间 ,7 为 Suslin 
空间 , + Q— P(X) 为 集 值 映射 . BiGrF © AQ BOY), MF 
有 可 测 选 择 . 

证 明 OL, Wagner[1071]. 

JES. 6-6-1 HBA), (T, D) Sy MSs HX 为 Banach 
SH. M: OK B+ PAX) 为 集 值 转移 测度 ,如 果 它 满足 ， 

OD 任 给 4E BMC, AXP OE ORM: 

(2) {E e E OM w, +) 为 (T,B) 上 的 集 值 测度 ; 称 
miQx B+ X AM(-, +) 的 选择 转移 测度 ,如 果 它 满足 : 

(1) 任 给 A EB mOCAM HF w € OAM; 

(2) 任 给 wE mlo, +) 为 (T,B) 上 的 可 数 可 加 向 量 测 
度 ; 

(3) Ew € Q, A € Bym(w,A) © Mw, A). 
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集 值 转移 测度 MOC, -) 的 选择 转 称 测 度 全 体 记 作 TS a. 

L FERO, A, 4) 为 完备 的 有 限 测 度 空间 ,六 为 可 分 的 
自 反 Banach 空间 ,了 T 为 Polish 空间 ,B(T) 为 其 Borelo- 代数 ,4 
ABET LMA RAE. 

定理 6.6.1 HM: OX BOT) PLAX) 为 有 界 变 差 的 
集 值 转移 测度 ,对 于 任 给 4E BCT) 及 斌 测 函数 请 : OX 
EA) E Mo, ACY w € 中 ,存在 m E TSw, 使 得 

mlo, A) =h) (Yo QD. (6. 6 4) 
证 有明 定义 Rilo): Qe BE, 

Ralo) = {m © cabv(T.X) ym © Sumol A) = hw)} 
由 定理 6- 2.8, Rilo) AO, BRIR Ro E Pp(cabv(T ,X)). 
任 给 CE BCT), 2° © X* ROX cabv(T XX) 上 定义 的 实 
EE: 

Bo Cwm) =<" mC) 一 hlo) > | 

(wom) = or Mle) C) —< x* mE > 
由 引 理 6.6.2 及 定义 661 BM Coo eo WHA 加 
Btcabv(T,.X)) 可 测 的 . 

Rirn on > U AK HARTI hF T A Polish 空间 ， 
WBT BTA ERK, MEERA 1) CBT), p 
-ao({C,.2 2 1)) = BCT). i 

Pm) =< at mA) — hl > 
Palom) = olr; MED) CO— x mC) > 
则 有 
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Gr(R4(a))} = N (Cwm) € Q x cabv(T,X), 
2 . _ 


1 ra 
D lwm) = 0,%,a(w,m) = 0} 
E A} Bcabv(T,X)) 

于 是 依 引 理 6.6,3、 引 理 6. 6.4, 存在 Ratw) 的 可 测 选 择 
re) : DO cabv(T,X). 4 m(a,C) = rw) (Cw E ACE 
B(T)), Rj m+, +) E TSy, Bmw, A) = hw) wE 

BIE 6.6.5 Wms Ox BT) — X AEREA 
转移 测度 ,mka,， -) E Al 一 a e), 出 存在 可 测 函 数 Sle, 
t)1QX TX BON EA, aN) = 0, 4878 fle, +) € LCT, 
A X¥ we QB 
méa,C) = | fo MAA) CHC E BTI) (6.6.5) 


B RNE Ah,p(4) = 0,48 mw, +) K Mw E 
O\N). HEX AR, BRARNP. KER wE OWN, GE So, 
2) E LXT, A,X) ER 

mlo, C) = | fee eacae) (C E BCT)) 


4 fla, )=0 F o E ON), WA S ) E LTA 
Xw E Q). 下 而 证 明 C+.) OX TX EAn. E 
zt E€X*,CE BRT).AF 

< fw, NXT D> = mC) > 
(其 中 <e, >, RRA LT AX") ET Az") 
= LT, X" ZR.) Aho >< fle, +) XX >, 
是 可 测 的 . 由 于 可 数值 函数 在 LT AX) 中 稠密 , 因此 知 
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Fe, 9)? Q~ LCT, A,X) SST Wy (RA LCT A, XO 是 
可 分 的 , 故 依 Pettis 可 测 性 定理 知 fle, 1 Q — ENT A,X) 
是 可 测 的 ,从 而 更 有 SD: Ox T > X Bap HD. 

定理 6.6.2 RM: OX BOT) + PLAX) 为 有 界 变 差 集 
WE, |M (or, .)| KAC-a. e. ) MEETA REEERE OX 
T> Pu(X) BN EANO = 0 REHIA Fo, DO 可 积 有 
界 (Y ee DA 


M(a,C) = | Flw, pACdi) . (yoe NCE RT) 


(6. 6. 6) 
证 了 明 RT MHA, O- Xn > 1, 使 得 
M(w,T) = clih,(w)sn 1} (Y wE Q) (6.6.7) 
由 定理 6.6.1 Mean Stem, € TSw; 使 得 
hfe) =m, (aT) (4 w € Q) (6. 6. 8) 
任 给 CE BCT) ,由 于 
clim, la, C) 十 m,(a,C).n > 1} 
= ch leha = 1 
= M,C) + Mw C) 
cl{m,(w,C) + M,(w,C).2 1} 
C calm, tw Cn 1} + cotm,(C) sn 1)} 
故 依 引 理 6. 2.3 可 知 l 
cofm wn) = MC (6. 6. 9) 
依 引 理 6. 6. 5, ECE RT RR A OX TOX RNE 
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ALON) = 0, 4895 f(a, JEL! CT, AX) Cn elwe€ Ma), 
A 

m, lu, C) -=f Fw iA) 

(n lw € ON,C € RTI. 
& Fat) = col f, (est), n lF: Ox PPX) 是 
可 测 的 ; 且 


H d|M | Co, 
Flw,rt)| SEGO XA— ae) 
d|M| (co, « 
POP E ITAR HAFO, e) 是 可 积 有 界 
的 . 
由 定理 2. 3. 3 易 证 : 
| M(w,C)= cofm, (o, C), n> 1} 
= coif fw t)A(dt) nS 1} 
=| eof (wt) nn = 1}ACde) 
=| Flw, DAH 
即 56. 6. 6) RE Tr. 


Pit RANE SHAT ae : OX TO REP RH 
移 测 度 的 积分 ， 

定义 6.6.2 RAR Qx TREAT, BS tw， 
DELT, ARY € QD. M+ QX BCT) — P(X) 为 集 值 转 
移 测度 , Mlo, O| Eu ae) fO, REMC) 的 
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BELA 
| fo DdM w, dt) = (| fla, mw dt) mE TSy} 
(C E BOT)) (6. 6 10) 


引 理 6. 6.6 FVRR S: OX T — R BOWMAN, flo, 
DELTAR (Foe € O.m 为 向 量 慎 转移 测度 , 则 一 


| Fwt) mw dt) 可 测 ， 


TEA a SLT OX TR AR BRM, 15,(4,0)| & 
Fiw) | H. 
5,Cw,t) — F Cwi) Ga x A— ae) 


BEE n> lw f SCose)m (onde) 可 测 ,而 由 控制 收 人 
定理 知 | 5, (aa st ener, dt} > | fw tm(w dt) (in— ale), 


因此 “一 I. F(a, tymi dt) 是 可 测 的 . 

引 理 6 .67 HEM + BCT) -> P(X 为 集 值 测度 , 且 存 
EW E Pu (X). EEMO- WCET), E 
LNT AR), WAFER E XC E BT), BRAY me 


一 < ,| FOM > E Su LEF LEER. 
证 明 。 首先 假定 SO ARREKO 一 Data 

| Omo = Xas mC N B) 
Hiema Fomcdo > KF m © Su 连续 .对 于 任意 
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FELT AR, 2S, 为 了 上 的 简单 函数 , 1 了 一 9 人 一 
0,2 — co, fa AF 
f<at,m(C) > | <acC)> |a* | + TWh vert € X*) 


因此 可 知 寺 Ej (SA dlr om| (2) 2 1} RF mE Su 
SHB REO. MGT] S, (29d Cx? om) sn BI KF 


mE Sy— BM BR | fed Cx om). BOWE Bene, 
I. S,@)d (2 om) $F m © Su 连续 , 故 知 


m -Í Fad (x om) =<o 2x" | famiddi) > 
关于 m € Sx 在 简单 弱 收 和 化 拓扑 下 连续 ， 
定理 6.6.3 Rol C ACY wo € OM: QO BCT) 一 
PAX) 为 集 值 转移 测度 , 且 存 在 人 (oo) : Q PLOY) ,使 得 任 
给 四 ET,CE BT) AMC CACC)W Ww), UE FO 
XT —= RIR., D E 1(T,A,R} 有 ， 


N(w,C) -| Fw Md) (6.6.11) 


AB ROR BM ke. 

MERA AEB GL TS KH SOR NG, 9 JES. H 
FMC, O BAM MT Sy GH, ANC, > 是 凸 的 . 
另 一 方面 ,由 于 {o) E A, PLEA e COC € BIT). 


‘| fu mw dy m E TS) 


"dt2* 


= {| Flw,t)m(dt) mm © Sey) (6.6.12) 
下 面 证 明 N (@,C) E Pus (X). Hra E D} 为 N(w,C) 
中 定向 列 ; (we, > 2, RE A 
z= f fw md sm, E Sew) 


而 易 证 Sue... 是 cabv fj RU MTR LTH RRB 
此 存在 子 定向 列 {ms,8 E D), D CD, 475 (cmp > m E 
Suwe 因此 依 引 理 6. 6. 7 可 得 


(| fw tma(dt) 一 [ SF (est) (dt) 
ME -Í f(w,t)m(dt) E NG@e,C). FE N 0,0 € PilX). 
但 由 于 
NaC =| flo dM (dt) CE) Fe, nado Wo) 


© Py X) 
因此 六 (ao,C) E Pal XC we OC E BIT). 
Bm € TS € 及" ,不 入 假设 fA(w,t) > OCU 
正 负 部 分 别 考虑 ). HR x” om 的 定义 可 知 


<x" ,| Fw)m(w, dt) > 
=| Fiwd" om) wde) — 


<| fotole ,M(w,dt)) 
从 而 有 
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ota", NCw, CY) <Í flw aCe? ,M(w,dt)) 
HEr eX. 
Hw) = {m E cabv(P,X),0(x" »M(C)) 
=< mC > m © Sy, wu E D 
AREA CREAR PRED) AD CY we A). 
且 用 定理 6.6.1 同样 的 方法 可 知 存在 可 测 上 映射 ~(w) :一 
cabv(T, X) 4848 rie) E Hw) Cf eo E Q), Smlw,C) = 
r(a)(C), Mm E TSy, A 
ate" ,M(a,C)) =< x* m(w,C) > 
Bla a(2*.Ntw,C)) = F Fa” om) (a,dt), HY 
Ww or” N Ca C) 
de BAN. delay ke 1) 为 无 " 可 数 稠密 子 列 ， sace 
B(T), 由 于 
GNC C=O {ly EOX X, <x sy 
ort NoC € AQ BX) 

RANCO 关于 wE QAR. Fox" AN CD 为 实 值 广 
ARE TT NCC) E Pue(X), 故 依 定 理 6.1.11,NCayC) 为 
集 值 转移 测度 . 

.推论 6.6.1 在 定理 6.6. 3 条件 下 ,对 于 任 给 wE CE 
BIT) 及 zx* © Xf 


kz ,N(w,C)) -| flw,ta(r" ,M(w,dt)) 
(6. 6. 13) 
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证 明 ”由 定理 6.6. 3 的 证 明 过 程 即 得 . 
推论 6.6.2 在 定理 6.6.3 条 件 下 ,; 任 给 w€ ,有 


Sve = (| f(w,t)m(w,dt) sm € TSu} (6. 6-14) 
qe} 
Pw)= (VO) ~ | fw madd E Sueo} 
te 





= V =| fo Dm,d) wm € TSn) 


由 于 Sue. 在 简单 弱 收 化 拓扑 意义 下 是 紧 的 , WKH 
6.6.7 知 (w) 为 cabv(T 各) PR BBM Mast FA A HE. 
EVK GV E lle). MUAT AY BCT)- 可 测 划 分 {8B,,8;), 依 定 
加 

VB) = | fw mi (dt) sm, © Suen B E BCL) 


VB) = | flwstdin dtr sim € Suc BE BC) 
定义 向 量 测度 mo 如 下 : 
mB) = m,(B NM By) + m,(B A BD 

显然 mo E Suono TERS 

VB) = VBN BD + VE N B,) 
则 有 

Ve) 一 | finan 

因此 VE Po), Ba Pw) W cab, X) 中 可 分 解 子 集 , 从 
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而 存在 集 值 测度 N wC): BCT) — Py CX), IB 
Pw) = Syn Che EQ) 
下 面 证 明 NW) (C) = Nl, C (¥ w € Q),C € BCT). 
Nw) (C) C Nw, C) 昆 显然 的 ,而 易 证 


f fund m © Suan) 


= {| wD mw di} wm € TSy} 


HHE N, (C) = N Cw, C (¥ w EOC EBT), Pw) = 
Swu,* 即 证 (6.6. 14) 成 立 . 

推论 6.6.3 在 定理 6..6.3 条 件 下 , 任 给 可 测 函 数 产 : 吃 
+> X MERD ENT) Oec 全 ,存在 下 EYSw, 使 
得 


Alw) = | fw mlw, dt) 
证 明 ” 依 引 理 6.6.1 AAV, D E TSw，, 使 得 
Via, = hli) (Y we 
于 是 由 推论 6. 6. 20E mE TSy ABB ae 
Vlw, B) = f, flw,t)m(o,d) Ct BE BCT)) 


BON Alw) = f fw mode), 

最 后 我 们 研究 参数 在 拓扑 空间 上 变化 的 集 值 转移 测度 . 
B Y.Z 为 两 个 可 分 的 度量 空间 , 称 实 秆 转移 测度 m:Y x 
B(Z) 一 尺 具有 Feller 性 质 , 若 任 给 有 界 连续 函数 上: Z—>R 


“446， 


yay) = | fm(ysdz) 


是 连续 的 . 下 面 给 出 集 值 转 移 测度 类 似 的 性 质 . 假设 

G) S 为 一 Polish #6] AC) 990S,BC5)) Eff Radon 测 
BCS), 表示 关于 4 的 完备 化 . Gi) T 为 另 一 Polish 空间 ， 
AC 为 (T,BCT)) 上 的 Radon 测度 . 

定义 6.6.3 称 集 值 转移 测度 于 :8 X BCT) — PX) 
为 弱 土 半 连 续 的 Cw.u. s.c. ), 著 任 给 C EBT 及 弱 开 集 区 
CX 

Mi) = {sE S,MG,C) CU} 

AS 中 开 集 . 

定理 6.6.4 WM+S xX BIT) >PO 为 弱 上 半 连 续 
集 值 转移 测度 , AWA: 

Cl) FEW: S 一 Pox(X), 使 得 MM(S,A) C ACA) - 
W(s)(s € S,A € B(T)); 

(2) 任 给 zx" E X* ,alz" M TD Fs E SRS, MAE 
给 有 界 连续 函数 ST RE 


NG,C) = | FOMC, dt) (6.6.15) 


JR ok eee a eee. 
证 明 ”由 定理 6. 6. 3 及 推论 6. 6.1 可知 N(s,C) 为 弱 紧 
凸 集 值 转移 测度 , 且 任 给 z，E X* ,有 


ox ,N(s,C)) = | ft)atr’ ,Ms,dt)) (6. 6.16) 
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国定 s © sS isn l) CS.s,> sno). 对 于 任意 闭 集 
KCT, WF M(-,K) 是 弱 上 半 连 续 的 , 故 依 定理 1.6.13 我 
们 可 以 知道 fCx* MOKED 是 上 半 连 续 的 , 即 

lim supalar * Mis KD < o(2*,MG,K)) 


(6. 6.17) 


-而 由 己 知 条 件 (2) ,有 


lime(z" ,M(s,,T)) = alrt, MCT) (6.6.18) 


因此 ( 工 ,BCTI) 上 实 值 测度 列 (oCx* .MGs,, 9). = 1} SBIR 
化 到 az Mis, 7) 以 度量 空间 是 测度 弱 收 和 伍 的 定义 知 
limete", M(s,,C)) = lim Í Falz MCs dt) 


=| f@)oCr" .M(s,dt)) 


=olz" , N Cs, C) (6. 6.19) 
由 定理 1.6.13 及 (6. 6. 19) PANG 是 弱 上 半 连 续 的 . 
CÈ] 4X 是 有 限 维 时 由 定理 证 明 中 (6.6.19) 易 知 
NgcC) Æ Hausdorff PF BY PF PERE. 
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